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LỜI NÓI ĐẦU 
Cho xuất bản lần thứ nhất 


Táp IlÏ hầu như độc lập đối với tập Ì, nếu không kế đến 
một số khói niệm như hoán 0ị, phép thế, ma trộn... mà một 
đôi khi đề cập đến. Tuy 0uậy, uš mát ngôn ngữ cà kí hiệu của 
l{ thuyết tấp hợp, tập IÌ trung thành uới tập L. 

Ô day chúng tôi không làm việc thuyết mình từng chương, 
các ban đọc có thể xem bản thuyết mình chương trình Đại số 
cơo cấp của Bộ Gióo dục. Sau mỗi § của từng chương, bạn đọc 
cỏ những bài tập để. hoặc hiểu sâu l¡ thuyết hơn dù rèn luyện 
kỉ năng tỉnh toán, hoặc hiểu rộng Ì¡ thuyết hơn, với một số 
khái niêm mới dưa ào trong bài tập. Mỗi uấn đề được nhắc 
tại thì được chủ thích chương, tiết mục của ấn đề đãâ được 
dựa ào, chẳng hạn ch VỆ §3, 2 có nghĩa là ấn đề đó đã nói 
đến ö chương Vị tiết 3, mục 2. Nếu uấn đề dược nhúc lại cùng 
chương uới uấn dề dang xét thì chỉ chú thích tiết uà mục ; 
néu lại cùng tiết thì chỉ chủ thích mục. Trong cùng một tiết, 
các đính nghĩa, bồ dề, dịnh lí được đánh số bàng 1, 2, 3... 

Cuối cùaug dễ xây đựng một giáo trình Dại số cao cốp còng 
ngõy càng tối hơn, chúng tôi rốt mong bạn đọc tui lòng chỉ 
bảo những thiếu sót hàn không trảnh khỏi của cuốn sách này. 
Xin cảm ơn PTS Bùi Huy Hiền ö tổ Đại số của khoa Toán 
trường Đại học sư phạm Hà Nội 2 đã có nhiều dóng góp cề 
phần Bài tập. 

Hà Nội ngày 131-1975 


HOÀNG XUÂN SÍNH 


LỜI NÓI ĐẦU 
Cho xuất bản lần thứ hai 


Tuy nhiều lần Nhà xuất bản Giáo dục đề nghị chúng tôi 
cho tái bản cuốn sách Dại số cao cốp tập II, nhưng chứng tôi 
đô từ chối uì đã có cuốn Đại số 0uà Số học của giáo sư Ngô 
Thúc Lanh. Nhưng trong quóớ trình dạy học, chúng tôi thấy 
cuốn Đại số cao cốp tập IlÌ được sinh uiên các trường Đại học 
Sư phạm dùng dể ôn thị, còn sinh uiên các trường Cao đẳng 
Sư phạm lại dùng như tài liệu chỉnh khóa, cho nên chúng tôi 
nhện lời uới Nhà xuất bản Giáo dục cho tn lại cuốn sách này. 


Trong cuốn súch tái bản chúng tôi đã làm cúc uiệc sdu - 


1) Chữa lại một số chúng minh hay phát biểu dịnh † cho 
ngắn gọn hơn, hay không thừa. 


2) Cho thêm $§3 trong chương Ï, nói sơ lược 0uề các tiên đề 
của lÍ thuyết tập hợp, một diều cần thiết cho người giảng uà 
cũng cần thiết cho sinh uiên có trí tò mò khoa học. 


3) Thêm uí dụ, bài tập uề uònh chính uè uành Ơclit, hai 
loại 0uành đóng udi trò quan trọng trong Số học. 


Chúng tôi trân trọng cứm ơn cóc bạn dồng nghiệp đả có 
những ý kiến đóng góp uà Nhà xuất bản Giáo dục đả nhiều 
lần đề nghị cho tái bản. 


Hà Nội. ngày 21-12-1994 


HOÀNG XUÂN SÍNH 


CHƯƠNG Ïï 


TẬP HỢP VÀ QUAN HỆ 


§1. TẬP HỢP VÀ ẢNH XẠ 


1. Khái niêm tập hợp 


Những vật, những đối tượng toán học... được tụ tập do một 
tỉnh chất chung nào đó thành lập những tớp hợp. Đây không 
phải là một định nghỉa mà là một hình ảnh trực quan của khái 
niệm tập hợp. Lí thuyết tập hợp trình bày ở đây là một lí 
thuyết sơ cấp theo quan điểm ngây thơ. 


Người ta nói : Tập hợp các học sinh trong một lớp, tập hợp 
các lốp trong một trường. tập hợp NÑ các số tự nhiên, tập hợp 
Z các số nguyên. tập hợp Q các số hữu tỉ, tập hợp R các số 
thực. tập hợp C các số phúc... 

Các vật trong tập hợp X gọi là các phần từ của X. Kí hiệu 
x € X đọc là *r là một phần tử của X" hoặc 'x thuộc ÄX". Phủ 
định của rx € X ki hiệu là xr € X. 

Tà bảo hơi íập hợp Ã từ B là bằng nhau và viết là A = B 
khi và chỉ khi mọi phần tử thuộc .4 thì thuộc B và đảo lại, 
nghia là các quan hệ r € 4 và r € B là tương đương Như 
vậy Á = B khi và chỉ khi chúng chứa các phần tử y như nhau 


2. Bộ phận của mội tập hợp 


Định nghĩa 1. Giả sử 4 rà B )à hai tập hợp. Tu kỉ hiệu 
4À < B guấn hé sou đây 
tỚi noi X. T € 4 kéo theo x €C B. 


Nói một cách khác, quan hệ A C B có nghĩa là mọi phần 
tử của A đều thuộc Ö. 


Quan hệ A C 8 là guan hệ bao hèm, đọc là "A chứa trong 
B', hoặc "BE chứa A", hoặc "A là một bộ phận của P", hoặc '4 
là một tập hợp con của B" và người ta cũng viết 8 2 A. Phủ 
định của A C B viết là A ÿ B hay B 2 A. 

Dịnh lÍ 1. Quan hệ bao hàm có các tính chđỦ sau : 

() Các quan hệ A CB uà B C C kéo theo quan hệ A CC, 

() Muốn có A = B cần uà dù có A C B uà B C A. 

Chứng minh. ( Ta hãy lấy một phần tử tùy ý x € A. Vì 
A C B nênz € B8 Nhưng B C C nên x € C Vậy với mọi +, 
xz€ A kéo theo x C C, tức là A C C. 

äD Hiển nhiên. M 

Thường một bộ phận A của một tập hợp được xác định 
bởi một tính chất C nào đó, mà mọi phần tử của tập hợp 
thỏa mãn tính chất C sẽ là phần tử của tập hợp A. Ta kí hiệu 
như sau 


A = {x€CB | x có tính chất C}), 


và đọc là : "A là tạp hợp tất cả các phần tử x € mà x có 
tính chất Œ". 


Ví dụ. - Xét tập hợp Z các số nguyên và bộ phận A các sô 
nguyên chãn, ta viết 


A = (xzC€Z | t chia hết cho 2 }. 


3, Hiệu của hai tập hợp 


Định nghĩa 2. Cho hai tập hợp A và B tùy ý, tập hợp 
A-B={[x€AlzxeB) 
gọi là hiệu của tập hợp A uà tệp hợp B. Nếu B C A thì hiệu 


A - B gọi là phần bù của tập hợp B trong tập hợp A và còn kí 
hiệu là C„B. 


Định lí 2. Giả sử 1 cà B là những bỏ phân của một tập 
hợp X. thể thì 


(tì Ý T— 7X ~- A4; = AÁ, 
tì Các guan hệ A CB cà X - BC X- ÀA là tương dương. 


Chúng mình. ` Tập hợp X - X.- 1. gồm các phần tử r € ÄX 
sao cho x € X - A. tức là gồm các phản tử x € ÄX sao cho 
x,E&£aä. 


ti? Giả sửACB VÌ quan hệ x € 4 kéo theo quan hệ x € Ö. 
nên quan hệ x € B kéo theo x € 41, tức là quan hệ x € ÄX⁄ - B 
kéo theo quan hệ x € X - 4 Đào lại giả sử X - BC X- A. 
Thế thị bằng lí luận tương tự như trên ta có X - “XÃ - 4; C 
XN~ X_-nĐB. tức là theo 1ì AC B K 


4. Tập hợp rồng 


Giả sử là một tập hợp. X cũng là một bộ phận của XV. 
điều dơ cho phép ta xét tập hợp Ø = X - X gọi là bộ phận 
rồng của Ä_. x € Œ@ có nghĩa là x € X và x € X. Rõ ràng không 
cố một phần tử x nào của X lại có tính chất đó. 

Tập hợp V - X = Œ không phụ thuộc vào tập hợp X Nói 
cách khác, ta cơ 

ÄXJ-X= T~ †Y tới mợi X Y 

Thực vậy. ta có thể coi X - X và Y - Y chửa các phần tử 
xv như nhau vì chúng chẳng cơ phần tử nào cả txin đừng coi 
đây là một chứng mìinh'. 

Tập hợp X - V = © không phụ thuệc vào tập hợp X. vì lí 
do đó. ta gọi nơ là ¿ện hợp rồng. Tập hợp này không có một 
phần tử nào cả 

Rõ ràng ta cơ  C ÄX với mọi tập hợp X và tình chất nảy 
đặc trưng tập hợp rồng 


5. Tập hợp một, hai phần tử 
Giả sử x là một vât. Thế thì có một tập hợp kí hiệu (x` chỉ 


gồm cố một phần từ là x Miột tập hợp thuốc loại đó goi là tập 
hơn môi nhần: từ. 


-l 


Bây giờ giả sử x và y là hai vật phân biệt. Thế thỉ có một 
tập hợp kí hiệu (x, y} chỉ gồm có hai phần tử là z và y. Một 
tập hợp thuộc loại đó gọi là đập hợp hơi phần tử. 

Người ta cũng định nghĩa như vậy tập hợp ba bốn... phần 
tử. Các tập hợp đớ cùng với tập hợp rỗng goi là các tập hợp 
hữu hạn, còn các tập hợp khác gọi là các tốp hợp uô hạn. 


6. Tập hợp các bộ phận của một tập hợp 


Giả sử X là một tập hợp, các bộ phận của X lập thành một 
tập hợp kí hiệu #2(X) và gọi là tệp hợp các bộ phân của ÄL 
Tập hợp này bao giờ cũng cổ Ít nhất một phần tử, đó là X. 

Ta có thể chứng minh được rằng, nếu X là một tập hợp hữu 
hạn gồm n phần tử thì (X) là một tập hợp hữu hạn gồm 2” phần 
tử. Như vậy các tập hợp Ø, (Ø), Ð(?(Ø)), ? Ð Œ? (Ø)), 
?®(@?(ÐP(?())), ÐĐŒPŒP(P(7(Ø)))))... theo thứ tự có 0, 1, 
2,2? = 4, 2! = 16, 2! = 65536.. phần từ. Từ tập hợp Ø 
chúng ta đã thành lập những tập hợp cơ nhiều phần tử đến 
mức trong thực tế ta không đếm được. 


7. Tích đề các của hai tập hợp 


Giả sử x và y là hai vật, từ hai vật này ta thành lập một 
vật thứ ba kí hiệu (r, y) và gọi là cớp fx, y). Hai cặp (, y) và 
(u, 0) là bằng nhau khi và chỉ khi x = z và y = 0. Đậc biệt 
ta có fx, y) = (y, x/ khi và chỉ khi x = y, điều này nói lên thứ 
tự mà ta viết hai vật của một cập là cần thiết. 


Ta có thể mở rộng khái niệm cập như sau. Giả sử cho ba 
vật +1, y, z, ta đặt 


í*, ÿ, Z) = (Œ, ÿ), £) 
và gọi (z, y, z) là một bô ba Muốn có 
X.Yy,Z/ 6l”, 

cần và đủ là 


Thực vậy “x', v„, z'} = “xz", y` z”; tương đương với 
!X, Y/ = fr”), y , và z° = z', vảy tương đương với 1` = XỈ, 


`) ®= Y_.. # = z 


Cũng vậy, cho bốn vật x, y, z, £ ta đặt 
tr, y, z t) = t(, y, 2+ tị 
và ta gọi r, v, z, f) là một bô bồn. 

Định nghĩa 3. Cho hai tập hợp X và Ÿ, tập hợp các cập 
T1, v/ với r € X và vy € Y gọi là ích đề các của Ä tà Y và 
kí hiệu bằng X x Y. 

Khái niệm tích đề các có thể mờ rộng cho trường hợp nhiều 
tập hợp. Nếu X. Y. Z, 7 là những tập hợp. người :a định nghia 

XJx†YxZ=(XxW.xZ 
ÄX x Yx ZxT=\tXxY x Zìx T. 

Các phần tử của X x Y x Z là các bộ ba ạ« v, z) với x € XÓỦ 

v€Y.zCZ Cũng như vậy. các phần tử của X x Y x Z x T 


là các bộ bốn :r y. z. 7; với rx € X .v€CY,zC€CZ /C€C7 Cuối 
cùng nếu X là một tập hợp, ta đật 


XU ÏEXXxX.X=XxXxX.X=XxXxÀxšx*. 


8. Hợp và giao của hai tập hợp 

Định nghĩa 1. Giả sử X và Y là hai tập hợp Ta gợi là hcp 
của ÄX cẻ Y tập hợp kí biêu X LÔ Y gồm các phần từ hoặc thuộc 
+Ä hoặc :rhuộc Y. nghỉa là 

+ € XU } tương đương với ý € X hoặc z G }Ì 
ta cèn có thể nói X Ả Ì cếm các phản tử thuộc ít nhất 
một trong hai tập hợp Ã và }Y 

Dịnh nghĩa ã. Giả sử V và Y :à hai tập 5Sạp T32 gọi là giao 
czc ÀX :ẻ Y tập hợp k: hiệu ÁN } gồm các phấp từ ô 
ÄŠ vềàa thuc VY. nghiịa 3 


Người ta báo hai tập hợp \ và Ì là thăng €:icc nhu hà 
rờ: nàc> sai \  Y = € nghìa là ahỉ ÁN và Y xhÕng cổ phản 


Rõ ràng ta có các quan hệ 
XTñnñYCXvàểY XU Y 2Xvà Y 

Ngoài ra, giả sử Z là một tập hợp tùy ý, muốn cho Z C x 
và Z C Y, cần và đủ có z €G X và z € Y với mọi z € Z. nghỉa 
làz €Xn Y, tứ làZ CXn Y. Như vậy X ñ Y là tập hợp 
lớn nhất trong tất cả các tập hợp Z vừa chứa trong Ä Vận CHIA 
trong Ÿ. Cũng vậy, muốn Z chứa cả X và Y, cần và đủ là Z 
chứa X U Y; như thể X Ó Y là tập hợp bé nhất chứa cả Ä 
lân Y. 

Định lÍ 3. Với cóc tập hợp A, B, C uà X tùy ý, t4 có : 

(} Tinh chất giao hoán 

An B=BnA, 
A UB= BUA. 
(ii) Tính chất kết hợp 
Aa(Bn C) = (AnB/jn C, 
A U(BUỤC) =(A U B) Ụ C. 
(ii) Tính chất phân phối 
A a(BUC) = (An B) U(An C), 
A U(Bn C) = (A U B) n (A U C¡j. 
(vì) Công thức Đờ Moóc-gòng 
Ã =fÂU B) = (X- A)ñn (X - Bị, 
X-t(tAnñn B) = (X - A)U (X- Bì). 

Chứng mính. (j) và (ii) hiển nhiên Ta hãy chứng mỉnh công 
thức thứ nhất của (ii). Giả sử x € A ñ (B U €), điều đó có 
nghia là x € A và x thuộc ít nhất một trong hai tập hợp ð, 
C, chẳng hạn x € B Vậy x €Anñn 8B, tức là x 6€ (An B) U 
(An C). Đảo lại giả sử x € (An B) U(Ann ©), điều đó có 
nghia là x thuộc ít nhất một trong hai tập hợp A A8, An €, 
chẳng hạn x € An 8, tức là x € A và x € Ö, vậy z € A và 
x€(BU(C) do đóxz € An (B U Cì. 


Ta chứng minh công thức thứ hai của (ii). Giả sử x € A U 
Ư (B O C¡. điều đó có nghĩa là x thuộc ít nhất một trong hai 
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tấp hợp A, B n C. chẳng hạn r € 4 Vậy x € 4 U Ö và 
x €C.1UC. tức là x € tÀ U B!ì ñ CÁ OC!' Nếu r €6 BÔAC 
thì ta cóơx € B và x 6€, tức là r € ÀÁ J2 Bvàx €1 UC, 
vậy 1x € t1 U B›ì A c4 ÙU C)! Đào hại giả sử y € tÁ J Bì ñn 
A¿Á Ú €1, điểu đố có nghỉa là r € 4 U B và x € 3A CC. 
x €CÄU ÐĐ cố nghỉa là x thuộc Ít nhất một trong hai tập hợp 
ÄA. 8. Nêu x € 4 thì r € Á U ‹Ð ñ C). Nếu r € A thì x € B, 
và vix €1 U CC nên r €C Vậy x € Bf\C và do đó x € Â U 
Ut8n@œ 


- tìvì Giả sử x € X - (A U Bì. Điều đố có nghia là rx € X 
vàx € À1 U B. tức lr € Xvàur Ệ Avàr € ÐB Vậy r € X- A 
và x € X- B. túc là r € ÄÃ~- A;n (X - B. Đào lại giả sử 
x6 X- 4.n 'X- B, điểu đó có nghỉa là r € X - 4 và 
x CX- B tức là x € Xvàx € A và x € BE Vậy x € ÄX và 
z€£ 1U B. tức là x € Ä - (A U B). Đối với công thức thứ 
hai của tiv! ta có thể chứng mỉnh tương tự, hoặc áp dụng công 
thức thứ nhất của dúvì và định lí 2 Œ) nếu 4, B C 3 Ta xét, 
với 4. BC XY 


AnB 


XÃ ~ /X-Aj;n (ÏX~ (X-B)) = 
= Ä - !X~- A/ U (Ä - Bj, 
'ậy ÄJ- t(ÁD Bì = (X- 414; U XT-B.W 


9. Ảnh xạ 


Định nghĩa 6. Giả sử X và Y là hai tập hợp đã cho. Một 
¿nh rợ ƒ từ XN đến Y là một qny tắc cho tương ứng với mỗi 
phần tử r của X một phần tử xác định, kí hiệu ƒ+z: của Y. Ta 
viết 

bổ 
f:X¬Y hay X¬>Y 
x —=Íƒ⁄/ x => f1. 

Tập hợp X goi là nguồn hay miền xóc định và tập hợp Y 
Eoì là địch hay miền giú trị của ánh xạ ƒ, 

V2 dụ. 1ì Xét tập hợp N các số tự nhiên và tập hợp Z_ các 
số nguyên không ảm nhỏ hơn một số nguyên đương đã cho m. 
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Với mọi x € N ta hãy chia z cho m và được một số dư kí hiệu 
là Ø+/. Số ƒØx) thuộc Z,„. Tương ứng 


x — f1) 
xác định một ánh xạ 
ƒ:N >> 
2) Xét tập hợp các số thực R. Tương ứng 
x + x? 


xác định một ánh xạ từ R đến R. 
3) Giả sử X = {1, 2}, ŸY = ({a, b, c}. 
Tương ứng 

Ì 2€ 
2-+a 

xác định một ánh xạ từ X đến Y. 
4) Giả sử X = Y = {1, 2, 3). 
Tương ứng 

I3 
2 2 
3>] 

xác định một ánh xạ từ X đến X. 


Qua định nghía của ánh xạ, chúng ta thấy rằng khái niệm 
ánh xạ là khái niệm mở rộng của khái niệm hàm số mà ta gặp 
ở trường phổ thông. Các hàm số mà ta gặp ở trường phổ thông 
là những ánh xạ mà nguồn và đích là tập hợp các số thực R 
hoặc những bộ phận của R, và số ƒ(x) tương ứng với số z là 
một biểu thức đại số hay một biểu thức lượng giác, chẳng hạn : 


f&) = 2x? — x + 3 hay f@) = 5sinz. 


Trong định nghĩa ánh xạ ta thấy các tập hợp nguồn và đích 
không nhất thiết là những tập hợp số và phần tử /#z) tương 
ứng với z lại càng không phải là một biểu thức đại số hay 
lượng giác ! 


1ễ 


Trong Giải tích chúng ta thường có những bài toán vế vẽ 
đồ thị của một hàm số. Ở đây chúng ta cũng hãy định nghĩa 
đồ thị của một ánh xạ. 

Định nghĩa 7. Giả sử ƒ : X —> Y. Bộ phận Ï' của X x Y 
gốm các cập (+, fíx/ với x € X gọi là đồ thị của ánh xạ ƒ 

Như vậy, cho một ánh xạ ƒ : X -> Ÿ, ta được một bộ phận 
T của X x Y cớ tính chất : với mọi x € X, có một và chỉ một 
cặp, có phần tử thứ nhất là zx, thuộc F. Đảo lại, cho một bộ 
phận Ï của X x Y có tính chất đó, thì P cho ta một ánh xạ 
ƒf : X + Y mà đồ thị là ï. Cho nên người ta đồng nhất ánh 
xạ ƒ với đồ thị của nó là một bộ phận của tích đề các X x V. 


10. Ảnh và tạo ảnh 


Định nghĩa 8. Giả sử ƒ : X — Y là một ánh xạ đã cho, x 
là một phần tử tùy ý của X,; A là một bộ phận tùy ý của X, 
B là một bộ phận tùy ý của Y. Thế thỉ người ta gọi : 

¬ fu là ảnh của x bởi ƒ hay giá trị của ánh xợ ƒ tại điểm x. 

~ fAJ = { y € Y | tồn tại x € A sao cho ft) = y } là 
ảnh của A bởi ƒ. 


~ fÍ(B) = {x€X| f6 B ) là tạo ảnh toàn phần củ 
B bởi ƒ 


Dặc biệt với bö € Y, ƒÌ ((b}) = {x6 X | ƒs) = b }. Để 
đơn giản kí hiệu ta viết ƒ ` (b) thay cho ƒ Ì ({b}) và gọi là tạo 
ảnh toàn phần của ở bởi ƒ Mỗi phần tử x € / Ì (b) gọi là một 
tạo ảnh của b bởi ƒ. 


Kí hiệu ƒØ{Á) là một điều lạm dựng vì #Aj chí có nghĩa khi 
A €X Rõ ràng ta cố f(ŒØ) = Ø với mọi ƒ. Ta chứng mính dễ 
đàng các quan hệ : 


“AC f!tf#A) uới mọi bộ phận A của XL 

-BD5ƒŒ£ (PB) uới mọi bộ phân 1B của Y. 

Nhưng ta không cố quyền, trong các quan hệ ấy, thay các 
dấu bao hàm bằng dấu đẳng thức. Chẳng hạn, trong ví dụ 2) 
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của mục 9, nếu lấy A = (1} thì ta có / 'A/ = {-l, lJ và 
B = (-L, 1) thì ta có ƒÿ l#)) = (1). 


11. Đơn ánh = Toàn ánh - Song ánh 
Định nghĩa 9. Ánh xạ ƒ: X => Y là một đơn ónh nếu với 


mọi +, z' € X, quan hệ ƒz) = ƒíx') kéo theo quan hệ * = # 
hay x # z' kéo theo Øá # ƒx) , hay với mọi y € Y có nhiều 
nhất một x € X sao cho y = ƒfx/. Người ta còn gọi một đơn ánh 
ƒ: X — Y là một ánh xạ một đối một. 
Ví dụ. L) Xét ánh xạ 
ƒ:R>R 
x>#° 
Rõ ràng ƒ là một đơn ánh, vì nếu z và y là những số thực 
thì quan hệ xÌ = yÌ kéo theo z = ÿ. 
Đáng lẽ lấy R, ta lấy C thì ánh xạ 
#: CC 
xe xẺ 
không phải là đơn ánh nữa, vì gọi £„, £,, £, là ba giá trị của 


căn bậc ba của đơn vị, ta có 


TT... 
É #ứi tiệm 1, 
2) Giả sử X là một tập hợp, ánh xạ 
X*X* 
x mm x 


gọi là ánh xạ đông nhất của X kí hiệu 1, hoặc e.. Hiển nhiên 
1, là đơn ánh. 

3) Cho X C Y. Ánh xạ 

jJ:X¬Y 
1 ¬Jíx) = 1 : 

gọi là đơn ánh chính tóc từ X đến Y. Ta có thể có nhiều đơn 
ánh từ X đến Y, nhưng đơn ánh j gọi là chính tấc vỉ nó được 
xây dựng một cách tự nhiên. 
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Dịnh nghĩa 10. Ta bảo một ánh xạ ƒ : X —= Y là một toàn 
ónh nếu /X›: = Y, nói một cách khác. nếu với mọi v € Y có 
tt nhất một x € Ä sao cho y = 1x: Người ta còn gọi một toàn 
anh ƒ : X = Y là một ứnh xg từ X lên Y. 

Các ánh xạ trong các vị dụ ]› và 2! là những toàn ánh 


Định nghĩa 11. Ta bảo một ánh xạ / : X —> Y là một song 
ảnh hay một ánh xạ một đối một từ X lên Ý. nếu mơ vừa là 
đơn ánh vừa là toàn ánh. nói một cách khác nếu với mọi v € Y 
có một và chỉ một x € X sao cho v = /1:. 


Chẳng hạn ánh xạ đồng nhất 1, là một song ánh với mọi X 
12. Tích ánh xạ 
Định nghĩa 12. Giả sử cho 
f:X >Yvàg.Y ¬>Z. 
Ảnh xạ X2 
1 >8 'ƒ1x'! 
gọi là tích của ánh xạ ƒ cà ánh xạ ø, kí hiệu goƒ, hay vấn tất gƒ. 
Định lĩ 4. Giả sử cho 
ƒ: X>Y.g£-YÏ >Z h:Z—T 
Thể thì : 
h⁄gf: = 'hgÍƒ. 
Tu bảo phép nhân các ánh xạ có tỉnh chất kết hợp. 
Chưng munh. Ta có với mọi x € 3X : 
hạf. xì = hgf1'› = hgƒx‹ = 
thg:fxo = haƑ£ x‹x. 


Đo đó ta kí hiệu hg/ = “hg/ƒ bằng hgzƒ và gọi là tích của 
ba ánh xa / z, h. 


Chú ý rằng nếu ƒ : X —> Y là một ánh xạ bất kì thi ta có 


fñụ= lý = ƒ/ 


Định nghĩa 13. Giả sử ƒ : X —> Y oà gø : Y —> X là hai ánh 
xạ sao cho 
6ƒ = ly uà ƒÐ# = ly 
Thế thì g gọi là một ớnh xợ ngược của ƒ. 
Từ định nghỉa ta suy ra ƒ cũng là một ánh xạ ngược của ø. 
Định lí sau đây cho ta biết khi nào một ánh xạ có ánh xạ 
ngược. 
Định lÍ 5. Ánh xẹ ƒ : X — Y có một ónh xạ ngược khi 0è 
chỉ khi ƒ là một song ánh. 
Chứng mính. Giả sử ƒ có một ánh xạ ngược @ : Ÿ -> Ä. 
Theo định nghỉa 13, ta có 
øf = 1y và ƒ# = ly. 


tức là 
g{f) = x với mọi x 
Xét quan hệ 
ft) = f(x), 
ta suy ra xe = 8g (fx) = g (x?)) = x' 


Vậy ƒ là một đơn ánh. Bây giờ giả sử y là một phần tử tùy 
ý của Y. Đặt z = g(y) € X trong đằng thức f(g(y)) = y, ta được 
y = ƒfí). Vậy ƒ là một toàn ánh. 

Đảo lại giả sử ƒ là một song ánh. Quy tác cho tương ứng 
với mỗi y G€ Y phần tử duy nhất của ƒ Ì(y) xác định một ánh 
xạ ø : Ý -> X và ta thấy ngay 

8f = lx và ƒøg = ly. 

Như vậy ƒ: X —> Y có một ánh xạ ngược khi và chỉ khi ƒ£ 
là song ánh, và trong trường hợp đố ta có một ánh xạ ngược 
8 : Ÿ —>A của ƒ xác định bởi 

y = g0) = x, sao cho fx) = ÿ. 

Ngoài ánh xạ ngược này, ƒ còn có ánh xạ ngược nào khác 

không ? Ta có 
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Dịnh lí 6. Giá sử g : Y — X bà g' : V — X là hơi ảnh xạ 
ngược của ƒ : X —> Y. Thể thì g = ` 

Chứng mình. Ta có 

øfƒ = 1y và ƒø` = ly. 
Từ đó 
8 =8 ly= gf8) - t6fE£` = lyg` = ø. M 

Như vậy nếu ƒ : X —=> Y có ánh xạ ngược thỉ ánh xạ ngược 

là duy nhất, rác định bởi 
wx, với r là phản tử duy nhất của f lợn. 

_Do lạm dụng người ta cũng kí hiệu phần tử duy nhất z của 

f Ìœ! bằng / Ì4y) và do đó người ta hí hiệu ánh xạ 
y>f}@), 

là ánh xạ ngược của ƒ. bằng /Ì Vì ƒ là ánh xạ ngược của 
f ` nên ƒ =  ) }.. Th có lyÌ = lv. 

Hệ quả. Cào khai song ảnh ƒ : X —> Y tà g : Y —> Z. Thể 
thì gƒ : ÁN —> Z là một song ônh. 

Chứng múình. Th có 

'g/? 1g” = g7? f* g7 = #Ihẻ” = gg Ì =1y 
f'g ”) tại: = f 4# Ìgf = f 'lự = FÝT = ly 
Ayc/lg ` =@nÌ § 


13. Thu hẹp và mở rộng ánh xạ 
Dịnh nghĩa 11. Giả sử ƒ: X —> Y là môi ánh xạ và 44 là 
một bộ phận của ÄX ánh xạ 
g: A¬Y 
T1 >£81, = ƒ1 


gọi là cœ: tầu hẹp của énh xạ ƒ cào bệ phận 4 và kì hiểu là 
#ø =Ÿƒ_.. còn ánh xạ ƒ gọi là cdi mỏ rộng của g trên tập hơn 
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14. Tập hợp chỉ số 


Giả sử 7 là một tập hợp tùy ý khác rồng mà các phần tử 
được kí hiệu Ìà œ, Ø, z....và ƒ là một ánh xạ 


£:1 >z 
Ta kí hiệu 
f@œ) = 1„ 
f#) = Xự 
fU) =#x 


Ta bảo các phần tử +„, x¿, +... thành lập một họ những 
phần từ của X được đánh số bỏi tập hợp I, kí hiệu là (x)„ œ p 
còn tập hợp / gọi là đệp hợp chỉ số. Nếu các x„, X4, 5y. - là 
những tập hợp thì ta gọi (x„)„ œ ; là một họ tập hợp đánh số 
bỏi tập hợp Ï Nếu các phần tử của X là những bộ phận của 
một tập hợp Ÿ, tức là ta có z„, 1gy Xụ sc C E, thi ta gọi 
(X„)„ ¿ƒ , là một họ những bộ phận của tập hợp È. 

Thực ra chúng ta đã thấy việc đánh số trước đây rồi. Trong 
Giải tích chúng ta thường xét những dãy số thực u,, uạ, u,,.... 


Điều đó cơ nghĩa là ta đã đánh số bằng các số tự nhiên 0, 1, 
2 


“+ 


Ví dụ. Giả sử I = { 1,2, 3}, X = { a b } và do đơ 
ĐI) =(Ø (a1 (b}1,{azb} 


; Và 
ƒ: I1 >fÐŒœ› 
ImA =({(b)} 
2 >A,={a,b} 
3>; ={o, b } 


Như vậy họ (A,), - , gồm ba tập hợp Ái, 4¿. Á;¿ trong đó 
Á, = Á¿ 
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15. Hợp, giao, tích để các một họ tập hợp 
Ö đây, chúng ta hãy mở rộng các phép toán hợp. giao. tích 
ra một số tùy ý những tập hợp. 
Định nghĩa lã. Giả sử (X,),„„ là một họ tập hợp. Ta gọi 
là Àợp của họ đó, và kí hiệu bằng |j X_ tập hợp các x sao 
œe€fI 
cho x thuộc it nhất một tập hợp của họ (X )„c 


Định nghĩa 16. Giả sử (X )_ „„, là một họ tập hợp. Ta gọi 


là giao của họ đó, và kí hiệu bằng ( X_, tập hợp các x sao 
cGCÏl 
cho r thuộc tất cả các tập hợp của họ (X) cự 


Định nghĩa I7. Giả sử (X.), „, là một họ tập hợp và 
X=UxX, là hợp của họ đó. Ta gọi là fích đề các của họ 


e&£l 
(Xì „; và kí hiệu bằng rnx, tập hợp các họ (x_)_„; những 
œ£ 

phần tử của X sao cho z € XX với mọi z € Ï Nếu các tập 
hợp ÄX_ đều bàng một tập bợp 4 thì tích đề các của họ 
(XÃ) =; goi là iũy thừa đề các bậc Ï của tập hợp Ä và kí hiệu 
là A”. 

Trong trường hợp Ï = t1, 2} ta lại tìm thấy hợp. giao. tích 
đế các của hai tập hợp. 

Vĩ đu, 1! Xết họ tập hợp (Q)„.y đánh sỏ bởi các số tự 
nhiên ©, 1. 2.... với 


thế thì s: TL =N 
npEeN 
(ÄT =1, = 01. 
“ÖồẳồỎ 6X 


2ì Lũy thừa đề các RẺ là tập hợp các dãy sế thực 


t š ' 
lể TA“ —=... 
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BÀI TẬP 


1. Xét tập hợp {A,, A„,.., A„} mà các phần tử A¡, 4; --› Án 
là những tập hợp. Chứng mính có ít nhất một tập hợp 4; không 
chứa một tập hợp nào trong các tập hợp còn lại. 


2. Chứng minh ta có A - (A - B) = B khí và chỉ khi B C A. 

3. Giả sử X là một tập hợp có n phần tử và r là một số tự 
nhiên, 0 < r < n. Tỉnh : 

a) Số các bộ phận của X có r phần tử. 

b) Số các phần tử của #(X). 

4. Biểu diễn hình học các tập AÁ x Đ với 

3) A=x€R|1<x<3} 

B = R, tập hợp các số thực. 

b A =8 =Z tập hợp các số nguyên. 


ð. Biểu diễn hỉnh học tập hợp X gồm các điểm (+, y) của 
mặt phẳng để các có dạng (+, x) với 0 < x < I hoặc có dạng 
(x, x + l) với x > 0, 


6. Chứng minh : 

a) A U B = A khi và chỉ khi B C A. 

bì An B= 4A khi và chỉ khi A C B. 

c AÁ Uø = A. 

d)ọAn¿ =¿ø. 

7. Tập hợp X ở bài tập 5) có phải là đồ thị của một ánh 
xạ từ R đến R ? 

§. Tập hợp G = ({Œ, x)e| xz < 0} U {Œ, 0' | x > 0} có 
phải là đồ thị sủa một ánh xạ từ & đến ® ? Biểu diễn hình 
học tập hợp đó. 


9. Tập hợp 
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co thể coi như đố thị của một ánh xạ thế nào ? Biểu diễn hình 
học tập hợp đó 


10. Giả sử ƒ : X —> Y là một ánh xạ. A và là hai bộ phận 
của X. C và D là hai bộ phận của Y. Chứng minh 


a) 8®A U B/ = fA) U BI. 

bì #A ñ B; C #A) n #B). 

cì /C U Đ/ = ƒ!Œ) U ƒ *Ð). 

dì £ỨC n D) = Ƒ!⁄Œ) n f£?⁄D. 

eì #X - A: D5 fÑậÃ) ~ f(A/. 

nƒ£!%- Œœ = X- ft. 

11. Giả sử n là một số tự nhiên cho trước, ƒ là một ánh xạ 
từ tập hợp các số tự nhiên X đến chính nó được xác định bởi 


ƒ có phải là đơn ánh, toàn ánh, song ánh không ? 
12. Giá sử ƒ : ÄX -> Y và g : Y ->+ Z là bai ánh xa và À = g£ƒ 
là ánh xa tích của ƒ và ø. Chứng mình -: 


aì Nếu h là đơn ánh thì ƒ là đơn ánh, nếu thêm ƒ là toàn 
ánh thì ø là đơn ánh. 

b› Nếu h là toàn ánh thi g là toàn ánh, nếu thêm £ là đơn 
ánh thì ƒ là toàn ánh. 

13. Cho ảnh xạ ƒ : X —>Y. Chứng mình ƒ là một đơn ánh khị 
và chỉ khi có một ánh xạ ø : Y —> X sao cho gƒ = ly. (X # ØI. 

14. Cho ánh xạ ƒ : X —= Y. Chửng minh ƒ là một toàn ánh 
khi và chỉ khi có một ánh xạ ø : Y — X sao cho ƒg = ly... 

15. Chc ba ánh xa ƒ: X —= Y và g gø : U — X Chứng 
mình : a' Nều ƒ là đơn ánh và ƒø = /g'. thì g = £` 

bì Nếa với mọi ø, Z mà ƒø = ƒØø` kéo theo ø = zZ. thì ƒ là 
một đct áph 

16. Cho ba ánh xa ƒ : Ä —= Y và h. h`: Y >Z Chứng minh 
rằng nếu 7 là một toàn ảnh và Äkƒ = hƒ thì h = ñ` Ngược lai 
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nếu với mọi È, ®' ta có hƒ = h kéo theo & = Äñ' thì ƒ là một 
toàn ánh, 


17. Chứng minh nếu có một song ánh từ X đến Y và một 
song ánh từ X đến Z, thì cớ một song ánh từ Y đến Z. 


18. Chứng minh rằng muốn cho một bộ phận G của tích đề 
các X x Y là đồ thị của một ánh xạ từ X đến Y thì cần và 
đủ là ánh xạ (phép chiếu) : 


G¬>*X 
(x, y) => % 
là một song ánh. 
19. Giả sử (A )„„; là một họ những bộ phận của một tập 
hợp X, B là một tập hợp tùy ý. Chứng minh 
a) LJ Á„, ĐÁ, với mọi œ € I. 


LÍ- Ti 
b) f1 A, CA, với mọi z € T. 
œCÏi 
c© Bfñ1(U A) =U(ðfA¿. 
œ€GÏï a€ï 
® 8U(ñAA)=ñnnœø UA. 
.- 1i a1 4a 
e) X — (Ú A,) = ñ Œ - A4). 
œ€C†l œGÏ 
Ð X - (ñ A4 = U Œ -Aj). 
a€l œ€CÏ 


20. Giá sử /: X => Y là một ánh xạ, (A )„«„; là một họ 
những bộ phân của X. (Ba); c ; là một họ những bộ phận của 
Y. Chứng minh 

a) ƒ A„) = U ƒ(A„). 


a€j œ€fƒ 


b) Z1 A¿) c f1 Ø\AÀ). 


a€cƒ œ€f 


c/U B,) = U ƒ 1B, 


LẢ-/ &ac! 
đ) /”( Bò) = nƑ'@a. 
äe! Ae/ 


21. Cho hai tập hợp X và Y. Ta kí hiệu bằng Hom (X Y, 
tập hợp tất cà các ánh xạ tù X đến Y. Chứng mình 


a) Có một song ánh từ Hom ⁄X, V¿ đến YY. 


bì Nếu Y chỉ có hai phần tử thì có một song ánh từ 
Hom /X Y: đến #Ð(X'. 


c› Từ a) và bì hãy suy ra nếu X có a phần tử thì ĐXì 
có 2” phần tử. 


$2. QUAN HỆ 


3. Quan hệ hai ngôi 


Trong $1. 9 chúng ta đã đưa vàc khái niệm ảnh xạ Một 
ánh xạ ƒ : X —> Y cho tương ứng với mỗi phần từ x € X một 
phần tử v = ƒx: € Y. Như vậy các phần tử r, y có một quan 
hệ với nhau. quan hệ đó là v = /z:. hay nói một cách khác. 
quan hệ đó là %. v € G. với G là đồ thị của / Tổng quá: 
hơn. người ta nghỉ đến một cách ghép cập những phần tử của 
XÃ với những phần từ của Y để thành lập mật bộ phận của 
Ä +x ï. và gọi cách ghép cập đố là một q.an hệ hai ngôi 

Định nghĩa I. Giả sử X và Y là những tập hẹp Mệt quan 
hệ hai ngôi từ X đến Y là mệt bệ phân Š của tịch đế các 
XÃ x Y Ta bào với bai phản tư c € ÄX và 3 € Ì rằng 6œ cơ 
quan hệ ŠS với ® nếu và chỉ nếu 'œ, 5' € $ Ta viết aS?. 


Để thị G của một ánh xạ /£ - X —> Y chc ta một ví dụ vẻ 
quan hệ hai ngôi và trong trường hợp này người !a viết °* = Êz 
chứ khóag viết eŒ5 Một ánh xa cho ta mộãt quan hệ bai nưgâi. 
nhưng đão lại không đúng ‹$1. bài tập 5: 


Như vậy, một ánh xạ cho ta một quan hệ hai ngôi đặc biệt. 
Ngoài quan hệ hai ngôi quan trọng này, toán học còn có hai 
loại quan hệ hai ngôi quan trọng nữa, đó là quan hệ tương 
đương và quan hệ thứ tự. 


z2. Quan hệ tương đương 


Định nghĩa 2. Giả sử X là một tập hợp, S là một bộ phận 
của X x X. Thế thì S gọi là một quan hệ tương dương trong 
X nếu và chỉ nếu các điều kiện sau đây thỏa mân : 


1. (Phản xạ) Với mọi ad € X⁄ ; aSa. 
2. (Đối xứng) Với mọi ø, b € X ; nếu aS, thì bSo. 
3. (Bắc cầu) Với mọi ø, b, c € X ; nếu aSẽ và bSc, thì aốc. 


Nếu S là một quan hệ tương đương, thì người ta thường kí 
hiệu Š bằng ~ và thường đọc aSb (œ ~ ở) là "œ tương đương 
với b". 

Vị dự. 1) Dấu bàng thường dùng trong số học thông thường 
các số thực là một ví dụ quen thuộc vế quan hệ tương đương. 
Trong trường hợp đó tập hợp S là đường thẳng y = x của mặt 
phẳng đề các #“. 

2) Ta xét quan hệ đồng dư mod 5 chẳng hạn trong số học. 
Hai số nguyên m, n gọi là đồng dư mod 5 nếu m — n chia hết 
cho 5. Rõ ràng quan hệ này là một quan hệ tương đương trong 
Z. Ta hãy kí hiệu bàng C(/, ¿ = 0, 1, 2, 3, 4 tập hợp các số 
nguyên tương đương với ¿ 

Cú¿ = (5x +¡ | x € Z), 
4 
thế thỉ mọi số nguyên thuộc | J C@) và Œ(U ñ Cự) = Ø với 
¡=0 
L7, ¿ = 0, 1,., 4; 7 = 0/1,., 4, Tà sẽ thấy các điều kiện 
tương tự như vậy cho một quan hệ tương đương tùy ý. 

3) Ta xét tập hợp X các vectơ trong không gian của Hình 
học giải tích. Ta bảo một vectơ œ có quan hệ Š với vectơ #4 khi 
và chị khi œ cùng hướng, cùng chiều, cùng môđun với 8. Quan 
hệ Š rõ ràng là một quan hệ tương đương. Ta cũng kỉ hiệu 
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bàng Cự) tập hợp các vectơ tương đương với œ, thế thì Cụz) 
chẳng qua là mệt vectơ tự do. 

Dịnh nghĩa 3. Giả sử S là một quan hệ tương đương trong 
X và œ €C X Tập hợp 

Cía; = {x G X | xSa: 

coi là iơp tương đương của a đổi vơi quan hệ tương đương S. 

Vì Š là phản xạ nên ø € Cd). 

Ta thấy tức khác rằng C(a)ì có các tính chất sau : 

tì Ca: # Ø. 

ti! r v € Ca; kéo theo xSy. 

(Ủ'0 r € C'a: và ySr kéo theo y € C‹qa;: 

Bồ đề 1. Với hai phần từ bết kì a từ b. ta đều có hoặc 
Cra, nA Cô: = O hoặc C!a; = Cụ. 


Chứng minh. Giả sử C'a: RA C(b, z @ Ta sẽ chứng minh 
Ca: = Cb, Gọi c là một điểm thuộc C-'ø; hn C?b.. Ta cđd cSa 
và cSở. và do tinh chất đối xứng và bắc cầu nên a € €ö 
Do đó với mọi x €C Csd.. tức là với mọi x tương đương với ø. 
ta đều cö x € C3.. tức là Ca: CCð Tương tự. ta chứng 
mình C? C CG. Vậy, ta có Cơ: = Clìỉ M 


Tù bổ đế trên ta suy ra ngay C:x; = C‹d: với mọi ï € Ca. 


Định nghĩa 4. Ta bào ta thực hiện một sư chia lớp trên 
một (ập hợp X khi ta chia nơ thành những bộ phản \ Ö. C.... 
khác Ơ. rời nhau từng đôi một. sao cho mọi phân tử của X 
thuộc một trong các bộ phận đơ 

Định lí !. Gia sử N là môi tập hợp, S iầ niột quan hệ 
tưmø dương trong À Thẻ thị cóc ldp tương đương nhất. Đ;iết 
của X đổ: tới S thành iệp môi sự chịc co trên À 

Chứng minh. Thật vậy. với mọi r € Ñ. ta có x € 
hai lớp tương đương phân biệt là rời nhau thị 3o Bề để Ì BH 

Như vây che một quan hệ tương đương Š trang mật tập 
hợp XVL. ta được mệt sự chia lớp trên VL để !3 
thành các l#p tương đương Định lí sau đây che ta thây đã: 


Định lí 9. Giả sử ta có một sự chỉa lớp trên một tập hợp 
X oà A, B, C,.. là các bộ phận của X do sự chìa lớp. Thể thì 
có một quan hệ tương dương duy nhất S trong X sao cho các 
lớp tương đương của X dối uới S là các bộ phên A. B, C,... 

Việc chứng mìinh định lí trên, xin dành cho độc giả, xem 
như bài tập. 

Định nghĩa 5. Giả sử X là một tập hợp, Š là một quan hệ 
tương đương trong X. Tập hợp các lớp tương đương phân biệt 
của X đôi với S gọi là đập hợp thương của X trên quan hệ 
tương dương S và được kí hiệu là X/S. 


Vị đụ. Xét quan hệ đồng dư mod n trong Số học (Œ là một 
số nguyên dương cho trước). Hai số nguyên +, y gọi là đồng dư 
mod n nếu z - y là bội của n. Rõ ràng quan hệ này là một 
quan hệ tương đương trong Z. Tập hợp thương của Z trên quan 
hệ đồng dư mod n có n lớp tương đương : 

C(0), C(1),..., Cín-1; 


với Cf) = [nx+¡i | xG Z} L= 0, 1,..,n -— 1. 


3. Quan hệ thứ tự 


Định nghĩa 6. Giả sử X là một tập hợp, S là một bộ 
phận của X x X. Thế thì $ được gọi là một quan hệ thứ tụ 
trong ÄX thay người ta còn gọi S là một quan hệ thứ tự giữa 
các phần tử của ÄX) nếu và chỉ nếu các điều kiện sau đây 
thỏa mãn : 

1. (Phân xa) Với mọi ø € X : aSa. 

2. (Phản đối xứng) Với mọi a, 6 € X : nếu øS%ð và bSa, thì 
a = b, 

3. (Bác cầu) Với mọi a,b,c € X; nếu aSb và ðSc, thì aSe. 

Người ta bảo một "tập hợp _ là sớp thứ tự nếu trong X có 
một quan hệ thứ tự. 


Ví du. 1) Quan hệ < trong tập hợp các số tự nhiên N là 
tnột quan hệ thứ tự. 
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2: Quan hệ chia hết trong N : người ta kỉ hiệu œ{6 và đọc 
*a chia hết b". 

3ì Quan hệ bao hàm C giữa các bộ phận của một tập hợp X. 

Trong ví dụ l}. với a và 6 tùy ý ta luôn có a < ở hoặc 
b<a Người ta gọi một quan hệ thứ tự như vậy là ểoàn phần. 
Trong ví đụ 2ì không phải ta luôn luôn có aÌb hoặc b|a với a, 
b tùy ý. chẳng hạn với a = 2 và b = 3 Điều đó cũng xảy ra 
với ví dụ 3). Người ta hảo Ì cà C là những quan hệ thứ tự 
bộ phân. 

Xếu Š là một quan hệ thử tự trong ÄX. thi người ta thường 
kỉ hiệu Š bằng < thắt chước kí hiệu quan hệ thứ tự thông 
thường của số nguyên hay số thực) và đọc œ < 6 là ”œ bé hơn 
3". Người ta coi b > œ là đồng nghĩa với œ < ð và đọc là 'b 
lơn hơn a”. Người ta còn viết a < ö thay b > a) quan hệ 
 a < b và a # %" và đọc là "a thực sự bé hơn ở" hay *ð thực 
sư lứn hơn d7. 

Dịnh nghĩa 7. Giả sử XÃ là một tập hợp sắp thứ tự. Một 
phần tử œ € X gọi là phần ¿ử tốt tiểu tphần tử tối đại! của X 
nếu quan hệ x < ø x > a; kéo theo r = a. 

Ví dự. 1+ Trong tập hợp các số tự nhiên thực sự lén hơn ]. 
sắp thứ tự theo quan hệ | (quan hệ chia hết). các phần từ tối 
tiểu là các số nguyên tổ. 

2: Trong tập hợp các hệ vectø độc lập tuyến tính của không 
gian vectơ R*” sấp thứ tự theo quan hệ bao hàm C. các hệ 
vect0 gốm n vectơ là tối đại. 

3: Tập hợp các số thực. với quan hệ thứ tự thông thường. 
không có phần tử tối đại cũng không có phần từ tối tiểu. 

Định nghĩa 8. Giả sử X là một tập hợp sắp thứ tự Môt 
phần tử a € X gọi là zhền #2 b¿ nhất (phần từ lớn nhất: của 
Ä nếu. với mọi r € X . ta c{ 4 <X 1: Y <S dữ, 

Nếu một tập hợp X sắp thứ tự có một phần từ bé nhất a 
thì z ià phần từ bé nhất duy nhất. Thật vậy giả sử có 3 là 
phần tủ bẻ nhất. ta suy ra 2 < 5 và Š < a. tức là ¿ = È 

ăng nhân xét như vậy đời với phần tử lớn nhất 


Tử 


Ví dụ. 1) Tập hợp các số tự nhiên sắp thứ tự theo quan hệ 
| có phần tử bé nhất là 1 và phấn tử lớn nhất là 0. Nếu sắp 
thứ tự theo quan hệ thứ tự thông thường, tập hợp các sô tự 
nhiên cố phần tử bé nhất là 0 và không có phần tử lớn nhất. 

2) Giả sử X là một bộ phận khác rống của Ø(E), tập hợp 
các bộ phận của một tập hợp E. Nếu X có phần tử bé nhất Á 
(lớn nhất) đối với quan hệ bao hàm, thì Á chẳng qua là giao 
(hợp) của các tập hợp thuộc X. Đảo lại, nếu giao (hợp) các tập 
hợp của X lại thuộc X, thì đớ là phần tử bé nhất (lớn nhất) 
của X. Đặc biệt, Ø là phần tử bé nhất và # là phần tử lớn 
nhất của Z2(E). 


3) Tập hợp các số thực, với quan hệ thứ tự thông thường, 
không có phần tử bé nhất cúng không có phần tử lớn nhất. 


Định nghĩa 9. Ta bảo một tập hợp X là sáp £hứ tự tốt nếu 
nó là sấp thứ tự và nếu mọi bộ phận khác rồng của X cố một 
phần tử bé nhất. 


Ví dụ. Tập hợp các số tự nhiên N với thứ tự thông thường 
là sắp thứ tự tốt. 


BÀI TẬP 
1. Giả sử ƒ : X —> Y là một ánh xạ, S là bộ phận của X x X 
gồm các cập í, +”) sao cho fíx) = +). 
a) Chứng minh S là một quan hệ tương đương trong X. 


b) Xét tập hợp thương X/S và ánh xạ 
p: Xộ>*⁄/S 
x  C(ä). 


Chứng minh có một ánh xạ duy nhất ƒ : X/S$ — Y sao cho 
biểu đồ sau là giao hoán 


nghĩa là ƒ = ƒp. 
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©! Chứng minh ƒ là đơn ánh và trong trường hợp ƒ là toàn 
ánh thì ƒ là song ánh. 

?. Xét tâp hợp các số nguyên Z và tập hợp NÑ” các số tự 
nhiên khác 0 Gọi ŠS là quan hệ trong Z x N” xác định bời 
ra. b¿ S (, d; kbi và chỉ khi ađ = òc. 

Chứng minh S là một quan hệ tương đương. 

3. Giả sử S là một quan hệ bai ngồi xác định trong tập hợp 
các số nguyên Z2 bởi các cập ít, y/ với r, y nguyên và x + y lẻ. 

Chứng minh : 

a) S không phải là đồ thị của một ánh xạ từ Z đến Z 

bì ŠS không phải là một quan hệ tương đương. 

c? $ không phải là một quan hệ thứ tự. 

dì Nếu đổi giả thiết một chút bằng cách cho x + y chẵn, thì 
thế nào * 

$. Giá sử X là một tập hợp và T là một quan hệ hai ngồi 
phản xạ. đối rứng trong XÃ. Ta hãy xác định một quan hệ hai 
ngôi S trong ÄX như sau : rŠ+» khi và chỉ khi có xị = 1. 1... 
⁄Ở„ = ) sao cho x,7x;, x,Ïx,..., x„ ;7x,. Chứng mỉnh 

a' Š là một quan hệ tương đương và 7 CS 

b+ Với mọi quan hệ tương đương šÏ sao cho 7 C H thì SC H 

ä. Xết quan hệ hai ngôi trong tập hợp các số thực R xác 
định bởi tập hợp Ã ‹§1. bài tập 5ì. 

a! Hãy bồ sung X để có một quan hệ bai ngôi phản xạ. đổi 
xứng T trấi nhiên bổ sung it nhất '\ Biểu diễn hình học T. 

bì Cá ï. hãy xây dụng quan hệ tương đương Š như bài tập 
$:i. Biểu điển hình bọc S. 

6. Già sử X là tập hợp các hàm số khả vi xác định trên tập 

bực Giả sử S là quan hệ xác định bởi +Sz khi 

Xà ch kh c vảy = drdr với mọi x € R. S có phải là quan 


7. Cho X là không gian ba chiều thông thường và Ó là một 
điểm cố định của X. Trong X ta xác định quan hệ S như sau : 

PSP' khi và chỉ khi Ó, P, P° thẳng hàng. 

a) 9 có phải là quan hệ tương đương trong X không ? 

b) S cớ phải là quan hệ tương đương trong X - {Ø} không ? 
Nếu phải, xác định các lớp tương đương. 

8. Già sử X là một tập hợp và S là một quan hệ thứ tự 
trong X. Chứng minh rằng quan hệ 7' trong X xác định bởi 
øTb khi và chỉ khi öSœ cũng là một quan hệ thứ tự trong X. 

9. Giả sử X là một tập hợp và S là một quan hệ tương 
đương trong X. Chứng míỉnh S không phải là một quan hệ thứ 
tự. 

10. Xét tập hợp X = N” (œ z 1), với N là tập hợp các số 
tự nhiên. Trong X ta xác định quan hệ Š như sau : 

(0,,... øa)S(b¿,... b„} khi và chỉ khi  , 
hoặc có một chỉ số í (¡ = 1,2,.., n) sao cho ứ, By 2e¿ 
đ_¡ = Ö_p, ga, < b,. 

Chứng minh S là một quan hệ thứ tự toàn phấn. 

11. Giả sử ƒ là một đơn ánh từ một tập hợp X đến tập hợp 
các số tự nhiên N và ŠS là một quan hệ trong X xác định như 
sau : 


II 
—~ 
œ= 
œ 
_ 


x8x' khi và chỉ khi ƒœ) < ƒ£Œ'). 

Chúng mình Š là một quan hệ thứ tự toàn phần. 

12. Cho hai tập hợp Ä và Y. Gọi ® (X, Y) là tập hợp các 
ánh xạ từ các bộ phận của X đến Y, nghỉa là nếu ƒ € ® (X, Y) 
thi ƒ là một ánh xạ có nguồn là một bộ phận của X và có đích 
là Y. Xét quan hệ S trong ® (X, Y) xác định như sau : 

fSg khi và chỉ khi ø là mở rộng của ánh xạ /. 

a) Chứng minh S là một quan hệ thứ tự. 


bì Tìm các phần tử tối tiểu, tối đại, bé nhất, lớn nhất của 
®© (X. Y) đổi với S. 


40 


13. Chứng minh nếu œ là phần tử bé nhái (lớn nhất: của 
một tập hợp X đối với một quan hề thử tự Š_ thì øa là phần 
tử tÔi tiều ttôi đại) duy nhất của Ä. 

14. Chứng mình nến X sắp thứ tư tốt thì X sắp thư tự toàn 
phần 

l5. Chứng mình các tập hợp trong các bài tập 1Ô: và 11) 
là sắp thử tự tốt. 


1. Mở đầu 

Như ta đã nói ở đầu chương. lĩ thuyết tập hợp mà ta đã 
tranh bày là một h thuyết sơ cấp theo quan điểm ngày thơ 
Bây giò chúng ta hãy giới thiện sơ lược các tiên đề của lì thuyết 
têp hợp Bạn đọc muốn tìm hiểu kí có thể tham khảo nhiều 
sach, chãng hạn 'Li thuyết tập hợp” của Bourbaki 


2. Khái niệm nguyên thủy 
Chúng :a không định nghĩa chữ tệp hợp : ta gọi nö là khải 
niệm nguyên /hời. Khai niệm Thuộc tàc. được Kì hiệu như ta 
đã biết bằng C_ cùng Ìà một khái niệm 5£ vể¡ 52A 
Tuy hai khai niệm tấp hợp và thuộc vàc không đuợc định 
ngha nh¿zng chúng ta dại tử ấn định cac quy tắc : điến gì ta 
œ6 thể làm đưzc và điếểu ø ta không thể làm đugc vấn bai khai 
niệm đó Đế là bảy tiên để của Zcrmelo - Fracxke?) mà chúng 
ta thêm vào cái thứ tam. #¿¿n đề chọy.. 
ễ t¬£. các tiền để đố đưặc cho đưới tên và thứ 
tí sau rtiềpễ để g¬ởng f1nà. tiên đế tuyển lực chay còn gọi 
Š hay tiên đề c*; rõ, hay tiên đề /óch'. tiên để 
#š +rr. tiên để 2p hợp cac bó phôn. tiên đề tẻ hẹn 


T1) 


] 


thay điên đề cóc số tự nhiên), tiên đề chọn và cuối cùng là tiên 
đế thay thế. Tiên để cuối cùng còn gọi là tiên để (hay chỗ chí 
tham dự vào lí thuyết tập hợp khi đưa vào khái niệm quy n 
siêu hạn và số học thứ tự. Tiên đề đó được Fraenkel đưa vào 
năm 1922. Hệ thống tiên đề (không có tiên đề chọn) thành lập 
lí thuyết tập hợp của 2ermelo - Fraenkel. Một vài trong lượn 
tiên đề đó nơi lên những tính chất ít nhiều hiển nhiên khi ta 
phát biểu chúng trong ngôn ngữ thông thường. 

Trước hết chúng ta hãy xác định thế nào là một văn bản 
toán học. Bằng các chữ (lớn, nhỏ, la tỉnh, hi lạp, v.v...), các ki 
hiệu của logic kinh điển, hai kí hiệu € và =, và các dấu ngoặc, 
chúng ta có thể viết bất kì văn bản toán học nào (mà chúng 
ta cũng gọi là công thức, phót biểu, mệnh dề, khẳng dịnh, v.v...) 
của lí thuyết tập hợp. 

Chúng ta sẽ gọi là Phát biểu toán học hình thức cái mà ta 
được bằng cách áp dụng các quy tắc sau : 

1} x€y, A = B, trong đố x, y, A, B là những chữ tùy ý, 
là những phát biểu. Các phát biểu đó gọi là những công thức 
sơ cấp hay nguyên tử. 

2°) Nếu P và Q đã là những phát biểu, thế thì 

(ÌP), (P A^ Q), (P v Q), (P ¬—Q), (P +Q) 
là những phát biểu. 


3”) Nếu P là một phát biểu, thế thì (3 x) (P(x)), (Vx) (P(Œœ)) 
là những phát biểu. 


3. Tiên đề quảng tính 
(VAIVB)[A = B c>+(Vx)(x € A >x € B)] 


Trực giác, điều đó muốn nói một tập hợp hoàn toàn được 
xác định bởi các phần tử của nó , hai tập hợp A và B bằng 
nhau nếu và chỉ nếu mọi phần tử của A là phần tử của B và 
ngược lại. 


Chú ý : - Giả sử X, A, B là những tập hợp. Chúng ta đã 
nói ràng quan hệ X € A đọc là X thuộc A, hay X là một phần 
tử của tập họp A. Thông thường người ta hay viết quan hệ đó 


kh, 


dưới dạng x € A, nhưng đó chỉ là một sự lạm dựng cách viết 
trong khi x là một tập hợp cũng như A. 


4. Tiên để tuyển lựa hay nội hàm 
(VA) (3B)(Vx)Íx € A A P(Œ)) >x € BỊ 

Trực giác, điều đó có nghĩa cho một công thức P(x) trên một 
tập hợp biến x, tổn tại một tập hợp B, mà các phần tử là các 
phần tử của A, có tính chất P{x) (nghĩa là làm cho công thức 
P(x) đúng). Tập hợp B lúc đó được xác định duy nhất bởi tiên 
đề quảng tính. Trước khi phát biểu tiên đề tuyển lựa dưới đạng 
đã cho, nhiều nhà toán học đã nghỉ rằng chỉ cần một công thức 
là đủ để xác định một tập hợp : 

{x | PGœ)} (4.1) 
là tập hợp các vật làm cho công thức P{x) đúng. 

Năm 1901 Bertrand Russel khám phá người ta có thể suy 
ra một mâu thuẫn từ (4.1) bằng cách xét các vật không thuộc 
chính nó. Thật vậy, xét công thức x @ x. Khi đó chúng ta 
muốn xét tập hợp các tập hợp không thuộc chính nớ. Giả sử 
tập hợp đó tồn tại. Vậy ta có thể viết 

(3 B)(Vx)œ& € B ‹>x € x) 

Lấy x = B, ta đi đến công thức : 

B€6B<S>B€B. 


Về mặt lịch sử, chính nghịch lí đó đã dẫn tới công thức hiện 
nay của tiên để tuyển lựa. | 

Nghịch lí B. Russel dựa trên công thức x € x, đưa chúng 
ta tới định lí sau đây : 

Định lí l - Không tồn tại tập hợp mà các uật của nó là 
các tập hợp. 

Chứng mình. Thật vậy, giả sử một tập hợp AÁ như vậy tồn 
tại. Theo tiên đề tuyển lựa, ta có thể xác định tập hợp B bởi : 


B={z€A|x€exzì 


Theo định nghĩa của A, tập hợp B là một phần tử của A. 
Thế thì ta có B € B nếu và chỉ nếu B @ B, điều này mâu 
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thuẫn vì P và ]P không thể đồng thời đúng (nguyên tác không 
mâu thuẫn). 

Ta vừa thấy kí hiệu dạng (4.1) không nhất thiết chỉ ra một 
tập hợp. Nhưng kí hiệu đó lại rất tiện. Dể sửa chữa bất tiện 
đó, ta đưa vào một từ nguyên thủy mới, đó là khái niệm lớp. 
Chúng ta sẽ bảo (4.1) kí hiệu lớp các tập hợp x thỏa mãn tính 
chất P(x). Ví dụ : 

(xlxz=z) 


là !ớp tốt cả các tập hợp. Lúc đó ta sẽ nói đến lớp cóc nhóm, 
lớp các không gian uectơ trên một trường. 


5. Tiên để cặp 
(Va) (Vb) (3 c) (Vx) Íx € c ©>(x = a Vx = Đb)) 


Trực giác điều đó có nghĩa cho hai tập hợp a và b cố một 
tập hợp c cơ phần tử là a và b và chỉ chúng. Tập hợp đớ là 
duy nhất theo tiên đề quảng tính. 

Định nghĩa I - Giả sử a và b là hai tập hợp. Ta gọi là 
cặp (không xếp thứ tự) thành lập bởi a và b, tập hợp kí hiệu 
{a, b} xác định bởi tiên đề cặp. Người ta gọi là đơn tử thành 
lập bởi tập hợp a, tập hợp {a, a} = {a} chỉ có tập hợp a là 
phần tử duy nhất. 

Định nghĩa 2 - Giá sử a và b là hai tập hợp. Th gọi là 
cạp sắp thứ tự của a (đứng thứ nhất) và của b (đứng thứ hai), 
cập thành lập bởi đơn tử {a} và cập {a, b}. Cặp đớ kí hiệu : 


(a, b) = { {a), {a, b} } 


6. Tiên đề hợp 

(VA)  B) (Vx)Íx € B + (3C) (C€A Ax€GC))] 

Trực giác, điều có nghỉa cho một tập hợp A mà các phần tử 
gồm những tập hợp kí hiệu C, có một tập hợp B mà các phần 
tử là các tập hợp thuộc vào một trong các tập hợp C của bộ 
(= tập hợp) A. Tập hợp đó là duy nhất theo tiên để quảng tính 
và gọi là hợp của các tập hợp của bộ A và kí hiệu 

ÚC hay OA hay U (C | C6 A} 
CéA 
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7. Tiên đề tập hợp các bộ phận 
(VA› 3 B(VXX €6 B«>XC A) 

Trực giác có nghia cho một tập hợp À, có một tập hợp B 
mà các phần tử là các bộ phận của À. Tập hợp đơ là duy nhất 
theo tiên đề quảng tính và gọi là tập hợp cúc bộ phận của tập 
hơp A. kỉ hiệu #2 (A). 


8. Tiên đề chọn 
(Wn [q z Ø), Vĩ € L X. e Ø ›ì >HX # Ø\]] 
¡ CỊ 

Trực giác điều đó có nghia nếu ŒX),.;¡ là một họ không rồng 
tH z 2ì những tập hợp không rồng. thế thì tích Descartes của 
họ đó là một tập hợp không rồng. 

Điều đó cũng có nghĩa rằng mọi họ không rồng (XI, - ; 
những tập hợp không rồng có một hàm chọn. nghĩa là một ánh 
xạ g xác định trong Ï sao cho với mọi ¡ € Ï, gữì € X. 

Paul j. Cohen đã chứng minh rằng tiên đề chọn là độc lập 
đối với các tiên đề của l thuyết Zermelo — Yraenkel. Trước đó 
Godel đã chứng minh nếu lH thuyết tập bợp của ZermeÌo - 
Fraenkel là không mâu thuần. nở sẽ khöng mâu thuẫn nếu ta 
thêm vào tiên đề chọn. 

Trong bài giảng Dại số. chúng ta hay dùng bổ để Zorn và. 
đình lí Zermelo tthứ tự tốt! Tiên để chọn tương đương với các 
phát biểu đó. 

Bổ đề Zorn - Mọi tệp hợp E không rồng sẵn thứ tủ guy 
nạp có ït nhất mội phần từ tôi đại. 

Định lí Zermelo - Mọi tập hợp có thể sắp thứ tự tối. 

9. Tiên để vô hạn 


Định nghĩa 3 - Với mọi tập hợp x, ta gọi là cới kế tế 
của x. tập hợp cóc các phần tử là các phần từ của x về tập 
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hợp x. Vậy đó là hợp của tập hợp x và đơn tử {x}. Nó được - 
kÍ hiệu xỶ : 
xử =xU fx}. 
Với kí biệu đó, ta có 
1=0,2=1!1,3=2... 
vì 0=Ø,1={(Ø}),2=(Ø,(Ø)).. 

Theo cách xây dựng trên, mọi số tự nhiên đều có thể viết 
tường mỉnh. Vấn đề đặt ra là có tồn tại một tập hợp chứa tất 
cả các số tự nhiên đó ? Tiên đề vô hạn sẽ trả lời câu hỏi đó. 

Tiên đề uô hạn là như sau : 

(3A)[Ø&€A A (Vx) (x€ A=x` €A)] 


Trực giác điều đó có nghĩa tồn tại một tập hợp chứa Ø và 
chứa cái kế tiếp của mỗi phần tử của nó. 


Ta có thể đễ dàng chứng minh định lí sau đây : 


Định lÍ 2 - Có một tập hợp bé nhất, kí hiệu N, có các tính 
chất sau 


@)@Ø œN, 
(i) Với mọi x €N,x 6N. 
Tập hợp N gọi là ¿ệp hợp cóc số tự nhiên. 


+0. Tiên đề thay thế 

[(Vx) 3Y) (Vy) (x € A) A S(x, y) =y €ŸY)] 

= {Œ B)(Vy)w € B œ(1 x)x € A A 8Q, y))] 

Nơi một cách khác, giả sử S(x, y) là một phát biểu phụ 
thuộc hai biến x và y và A là một tập hợp. Ta giả sử với mọi 
x€A, lớp {y | S(x, y)} là một tập hợp. Thế thì tồn tại một 
tập hợp chứa đúng các phẩn tử y sao cho 5(x, y} là đúng với: 
Ít nhất một x € A. 

Tiên để này được sử dụng khi ta đưa vào khái niệm quy 
nạp siêu hạn và số thứ tự. 
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CHƯƠNG Iï 


NỬA NHÓM VÀ NHÓM 


§1. NỬA NHÓM 


1. Phép toán hai ngôi 

Làm Đại số, chủ yếu là nh toán mà ví dụ điển hình là bốn 
phép toán của Số học sơ cấp. Thực chất mà nơi, làm một phép 
toán đại số trên hai phần tử a, ö của cùng một tập hợp X là 
cho tương ứng với cặp (o, bì một phần từ xác định của tập 
hợp ÄX. Nơi một cách khá-, cho một phép toán đại số là cho 
một ánh xạ từ X x X đến X. 

Định nghĩa 1. Ta gọi là phép toán hai ngói (hay còn gọi 
tắt là phép toán) trong một tập hợp X một ánh xạ ƒ từ X x X 
đến X. Giá trị ƒ (x, y) của / tại {x, y) gọi là cới hợp thành của 
xtờ y. : 

Cái hợp thành của z và y thường được kí hiệu bằng cách 
viết x và y theo một thứ tự nhất định với một đấu đậc trưng 
cho phép toán đặt giữa x, y. Trong các dấu mà người ta hay 
dùng tới nhiều nhất, là các dấu + và. ; đối với dấu . người 
ta thường quy ước bỏ đi ; với các dấu đó, cái hợp thành của 
x và y được viết x + y, xơ. y hay xy. Một phép toán hai ngôi 
kí hiệu bằng dấu + gọi là pháp công, cái hợp thành z + v lúc 
đó gọi là tổng của x và y ; một phép toán hai ngôi kí hiệu 
bằng dấu . gọi là phép nhân,cái hợp thành r. y hay xy lúc đó 
goi là £cÄk của x và y. Người ta còn dùng các kí hiệu x oø v, 
xz*y,x Ty, 1x + y.. để chỉ cái hợp thành của x và y. 
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Ví dụ : 1) Trong tập hợp N các số tự nhiên, phép cộPổ, 
phép nhân là những phép toán hai ngôi ; cái hợp thành của # 
6 N và y €N bởi các phép toán đơ kí hiệu theo thứ tự bằng 
xz + y, xy. Phép hợp thành x”, là một phép toán 2 ngôi tronỹ 
tập NÑ° = N-(0}. 

2) Phép trừ không phải là một phép toán hai ngôi trong N, 
nhưng là một phép toán hai ngôi trong tập hợp Z các số nguyên. 

3) Tích ánh xạ là một phép toán hai ngôi trong tập hợp các 
ánh xạ từ một tập hợp X đến chính nớ. 

4) Tích ngoại các vectơ œ A Ø của Hình học giải tích là một 
phép toán hai ngôi trong tập hợp các vectơ có cùng một điểm 
gốc O của không gian 3 chiều thông thường. 

5) Tích ma trận là một phép toán hai ngôi trong tập hợp 
các ma trận vuông cấp ?. 

Sau đây, trong các lí luận tổng quát, ta sẽ viết cái hợp thành 
của z và y là xy, nếu không có lí do nào khiến ta phải viết khác. 

Định nghĩa 2. Một bộ phận A của X gọi là ổn định (đối 
với phép toán hai ngôi trong Ä) nếu và chỉ nếu xy € A với 
mọi x, ý € A. 

Phép toán hai ngôi + xác định trong bệ phận ổn định A bởi 
quan hệ x * y = xy với mọi z, y € Á gọi là cái (hu hẹp vào 
A của phép toán hai ngôi trong X. Người ta còn nói rằng + là 
phép toán cảm sinh trên A bởi phép toán. của X. Người ta 
thường kí hiệu phép toán cảm sinh như phép toán của X. 

Định nghĩa 3. Một phép toán hai ngôi trong một tập hợp 
X gọi là hết hợp nếu và chỉ nếu ta có 


(xy)z = + (y Z) 
với mọi z, y, z € X ; là giao hoứớn nếu và chỉ nếu ta có 
xy = 1 
với mọi x, y € 3X. 


Phép cộng và phép nhân trong tập hợp các số tự nhiên N 
là kết hợp, giao hoán ; nhưng phép mũ hóa không kết hợp : 
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@° 20), cũng không giao hoán : 2! z# 12 Tích ánh xạ trong 
ví dụ 3) là kết hợp, không giao hoán (nếu X có nhiều hơn một 
phần từ), : 

Dịnh nghĩa 4. Giả sử đã cho một phép toán hai ngôi trong 
một tập hợp X Một phần tử e của X gọi là một đơn tị trới 
của phép toán hai ngôi nếu và chỉ nếu 

#ñ9= š 


với mọi x € X. Tương tự, một phân tử e của X gọi là một đơn 
tị phải của phép toán hai ngôi nếu và chỉ nếu 
#E:= x 


với mọi x € X_ Trong trường hợp một phân tử e của ÄX vừa là 
một đơn vị trái vừa là một đơn vị phải, thì e gọi là một đơn tị, 
hoặc một phần từ (rung lớp của phép toán hai ngôi. 


Trong ví đụ 1) số 0 là phần tủ trung lập của phép cộng, số 
1 là phần tử trung lập của phép nhân và là đơn vị phải của 
phép mũ hóa. Trong vi dụ 3), ánh xạ đồng nhất là phần tử 
trung lập. Tích ngoại các vectơ trong ví dụ 4) không cơ đơn vị 
trái cũng không có đơn vị phải. 

Định lí 1. Nếu một phép toán hai ngôi trong một tập hợp 
X có một đơn uị trái €e` uũ một dơn vị phải e”, thí e' = e`' 

Chứng mình. Xét tích e'e” trong X Vi e' là đơn vị trái nên 
ee” = e”. Mạt khác, vì e” là đơn vị phải nén e£e” = e' Ta 
suy ra e'” = e”, 

Một hệ quả tức khác là 


Hệ quả. Mộ? phép toóún hút ngôi có nhiều nhốứt một phần 
tử trung lệp. 


2. Nửa nhóm 


Định nghĩa ã. Ta gọi là nửa nhóm một tập hợp X cùng với 
một phép toán hai ngôi kết hợp đã cho trong X. Một nửa nhóm 
có phần tử trung lập gọi là một vị nhóm. Một nửa nhóm là 
giao hoán nếu phép toán của nó là giao hoán. 

Các ví dụ 1! trrừ phép mũ hóa!, 3, 5) trong ! là những ví 
du về nửa nhơm. và hơn nữa vị nhóm Mọi bộ phận ổn định 
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A của một nửa nhớm X cùng với phép toán cảm sinh trén Â 
là một nửa nhớm gọi là nửa nhóm con của nửa nhóm Ä. 
Trong một nửa nhóm X, người ta kí hiệu giá trị chung của 
hai vế của đẳng thức 
(xy)z = xÚy?) 
bằng kí hiệu duy nhất xyz, gọi là tích của ba phần tử +, y, z lấy 
theo thứ tự đó. Cũng như vậy, ta đặt 
xyzt = (xyZ)f 
và gọi là tích của bốn phần tử z, y, z, £ lấy theo thứ tự đó. Một 
cách tổng quát 
#| --- X„ _j„ # €) —-- Si IP No 
và gọi là tích của œ phần tử x\,..., Xạ. 
Tính chất chính của các phép toán hai ngôi kết hợp là định 
lí sau đây : 
Định lÍ 2 (định lí kết hợp). Giả sử xị, x„,..., xạ lồ n (n > 3) 
phần từ (phân biệt hay không) của một nửa nhóm X, thế thi 
XI; .. X„ # (XI... 1j)(Xj+|—- +) ng mỉ Xg) ¿ 


Chứng minh. Vì X là một nửa nhớm nên mệnh đề là đúng 
với n = 3. Ta giả sử mệnh đề là đúng cho & nhân tử, với mọi 
đ <*k<n. Ta có, theo định nghĩa tích của nhiều phần tử và 
theo giả thiết quy nạp 


(Xi... X)Œ, ¿¡ %j) .. (Xe p se Ẩn) = 


lên...) c- Œuaa¡ Tu)  my+| < XS.) = 


\ -- XmÀ(Xm +¡ <: Tạ) = (XỊ s- mạ +¡ -- XaT—g)X„Ì = 
[x, Na TợNG. _ƯN ạÌ sợ = (fị .. „_qÌg = Xi; ... Xe 


Định nghĩa 6. Trong một nửa nhóm X|, iúy thừa n ín là 
một tự nhiên khác 0) của một phần tử ø € X là tích của » phần 
tử đếu bằng a, kí hiệu ø”. Tạ có các quy tác (do định lí 2) 


+ 
a” ".. = øa" “À ("ý 5 di : 
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Trong trường hợp phép toán hai ngũi của X kí hiệu bằng 
đấu cộng +, thỉ tổng của n phần từ đều bằng ø gọi là bội n 
của a, kỉ hiệu na. Quy tác trên lúc đó viết 

ma + na — ím + R/G Rfma/ = mna . 

Trong một nửa nhóm giao hoán. tích của ba phần tử không 

phụ thuộc vào thứ tự các nhân từ, cụ thể 
TT Y1: TP TH”? ri” tr: “ ri 

Tổng quát hơn ta có định lí 

Định lí 3. Trong một nửa nhóm giao hoán X. tích 

bí zý Tuyển - 
không phụ thuộc cùo thử tự cúc nhân từ. 

Chứng minh Vì X là giao hoán nên mệnh đề là đúng với 
n = 2 Ta giả sử mệnh để là đúng cho & nhân tử. với mọi 
*® < n._ Ta hãy chứng mỉnh 


Xrr› -—. 1x = xã xÃ ..= *, 
trong đố (,. :~...... ¡„) là một hoán vị của {1. 2,.... n). Nếu 
x„ = x,. ta có thể viết vế hai của đẳng thức trên như sau theo 


Dịnh H 2 và tính giao hoán của X : 


X ..+ +. #% -."& = 
BÉ= ráo FT (hs *3 
=ứự *  )Œ, (Œ T,)) = 
L3 ¬ ‹ SE: 
=ÍT xX ) (4z. 1, M.) 
tT: . JAY C 
= ({T bo } 2, 1l. 
F- .ˆ ` + 
= lÑ c.Ñy _Ô# _x tr theo Định lí 2 
H: AC Ni K- 


= (+, x. 1„ ;)1, theo giả thiết quy nạp 


hay 
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Ví dụ. ï) Tập hợp các số tự nhiên N với một trong các phép 
toán hai ngôi sau đây 
phép cộng, 
phép nhân, 
phép lấy ƯCLN (ước chung lớn nhất), 
phép lấy BƠNN (bội chung nhỏ nhất), 
là một nửa nhóm giao hoán. Đối với phép cộng, NÑ còn là một 
vị nhóm gọi Ìà vị nhớm cộng các số tự nhiên. (Điều đó có đúng 
với các phép toán còn lại không 7?) 
2) Tập hợp (1X) các bộ phận của một tập hợp X là một vị 
nhóm giao hoán đối với mỗi phép toán hai ngôi giao và hợp. 


BÀI TẬP 


1. Giả sử œa và 6 là hai phần tử của một nửa nhớm X sao 
cho ab = ba. Chứng minh (dò)” = a"b" với mọi số tự nhiên 
n > 1. Nếu a và b là hai phần tử sao cho (œb)? = a?b? thì ta 
cố suy ra được gð = bz không ? 

2. Gọi X là tập hợp thương của Z trên quan hệ đồng dự 
mod n (ch I, §2, 2, ví dụ). 

a) Với mỗi cập (C(a), C(b)) ta cho tương ứng lớp tương đương 
C (a +). Chứng minh như vậy ta có một ánh xạ từ X x X 
đến X. 

b) Chứng minh X là một vị nhớm giao hoán đối với phép 
toán hai ngôi xác định ở a). 

c) Nếu với mỗi cập (C(œ), C(b)) ta cho tương ứng lớp C(ab), 
chứng minh lúc đó X cũng là một vị nhớm giao hoán. 

3. Giả sử X là một tập hợp tùy ý. Xét ánh xạ 

XxX—* 
(x, y) + %. 
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Chứng mìmh Y là một nửa nhóm đổi với phép toán hai ngôi 
trên Nửa nhóm đơ có giao hoán không ? có phần từ đơn vị không ? 

4. Gọi X là tập hợp thương của Z x Nˆ trên quan hệ tương 
đương S xác định bời 

“g. b› S *c, d› khi và chỉ khi ad = bc ích I. §2 bài tập 2\ Ta 
ki hiệu các phần tử C⁄q, b: của X bàng ø%. 'a. 5°. € Z xN. 

a) Với môi cập (œÐ. cd; ta cho tương ứng lớp tương đương 
œd + bcbd Chứng mình như vậy ta có một ánh xạ từ X x X 
đến Ä 

bì Chứng minh ÄX là một vị nhớm giao hoán đổi với phép 
toán hai ngôi ở a!. 

c' Nếu với mỗi cập :œö, cđở, ta cho tương ứng lớp tương 
đương sc bd. Chứng minh lúc đó Ä cũng là một vị nhớm giao 
hơán. 

ã. Xét tích đề các N” ¡nh + l¡ với N là vị nhóm công gi3o 
hoán các số tự nhiên. 

a! Chứng minh Ñ” cùng với phép toán 
(Œ,. ... @„) + (Ủ,...— J„) = 3, ~ 3y Aạ a„ + ö„) là mệt vị 
nhơm giao hoán. 

b: Trong N~ ta đã xác định một quan hệ thứ tự ‹ch Ì. 
§$ 2, bài tập 1Ù› Chứng mình nếu +. j € N" sa: cho : < £ 
thì œ + + < ð ~ : với mợi + €G N“ 


1. Nhóm 


Định nghĩa 1. 7a gại là zŠ52m: mặt nửa nhỏm X có các cình 
chất sau : !` có phẩn từ trung lập £ ; ?”. với mọi x € X :-› 
một x' € X sa› ch: xr = xế = e 'phần tứ xí gọi ià mệt 
tử đối sứng hay nghịch đảo của r: Như vậy. mệt nhểm là một 
vị nhénm mà mỗi phần tử đếu có nghịch đảo 


Nếu tập hợp X là hữu hạn thì ta bảo ta có một nhóm hữu 
hợn và số phần tử của X gọi là cấp của nhóm. Nếu phép toán 
hai ngôi trong X là giao hoán thỉ ta bảo ta có một nhóm g!ao 
hoán hay nhóm aben. : 

Ví dụ. 1) Tập hợp các số nguyên Z cùng với phép cộng thông 
thường là một nhớm giao hoán mà ta gọi là nhóm cộng các số 
nguyên. Cũng vậy, ta có nhóm cộng các số hữu tỉ, nhóm cộng 
các số thực, nhóm cộng các số phức. 

2) Tập hợp các số hữu tỉ khác 0 cùng với phép nhân thông 
thường là một nhớm giao hoán mà ta gọi là nhớm nhân các số 
hữu tỉ khác 0. Cũng vậy, ta cố nhóm nhân các số thực khác 
0, nhóm nhân các số phức khác 0. 

3) Tập hợp S$_ các phép thế của {1, 2,.., n} cùng với tíÍch 
các phép thế là một nhớm hữu hạn, không giao hoán với mọi 
n > 3. 

4) Nửa nhóm cộng các số tự nhiên N không phải là một 
nhớm (tại sao ?). 

Ngoài các tính chất của một vị nhớm, một nhớm còn có một 
số tính chất cơ bản sau đây. 

Định lí 1. Mới phần tử của một nhóm chỉ có niột phần từ 
đối xúng. 

Chứng mình. Giả sử x, x” là hai phần tử đối xứng của x. Th có 


t? 


11x =e 


Nhân hai vế về bên trái với x', ta được 


xxx) = xe, vậy (xx)x'” = +. 
hay 
ex” = re 
tức là x"=x.M 


Trong trường hợp phép toán hai ngôi của nhóm kí hiệu bằng 
dấu . (đấu cộng +), thì phần tử đối xứng duy nhất của z kí 
hiệu là xz Ì (-x) và còn gọi là nghịch dẻo cùa x (đối của x) ` 
Từ định nghĩa của phần tử nghịch đảo (phần tử đối) ta cónghịch 
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œ Ì}'' = x  (C(-z) = xì. Nếu nhóm là aben và nhép toán của 
nhóm kí hiệu bằng dấu . (dấu +) thì phần tử xy Ì = yÌr 

(Œ + (Cy) = (-y) + zx) kỉ hiệu là xếy (xr - y) và gọi là thương 
của r đrên y (hiệu của x và yÌ. 


Định l * (uật giản ước). Trong một nhóm, dâng thức 
XY = 1z (yx = zx) kéo theo dàng thức y = z. 


Như vậy, ta bảo trong một nhóm luật giản ước thực hiện 
được với mọi phần từ. 


Chứng sưnh Nhân bên trái hai vế của đẳng thức ry 
với x Ì, ta có 


I 
R 


x” @) =x ”@œ) 


hay œ 'zy = œ ”zz 
hay sqy =ẴŒ 
tức là yv=zMN 


Dinh tí 3. Trong một nhóm, phương trình œx = b (xa = b) 
có nghiệm duy nhất x = a Ìb (x = bạ: `). 

Chứng minh Ta thấy ngay giá trị r = œ 'b là nghiệm của 
phương trình vì a(œ Ìb) = (œa Ìb = eb = b. Đơ là nghiệm duy 
nhất, vì nếu e là một nghiệm của phương trình nghĩa là 

= ax = b, ta suy ra © = x theo luật giàn ước. Chứng 
minh tương tự cho phương trình xe = b. 

Định H 4. Trong một nhóm ta có 


@) 1= y 1x" 


uới 4. y là hoi phần tử bối kì của nhóm. 
Chứng minh Ta có 
œ)œ@ *#"”) = 


Ị 
H 
= 
5 
LÍ 
h) 
Ù 
lI 
® 


Ù) 
- 
“Gì 
H 
ki 
| 
te 
t 
Ù) 
% 


œ 1z hy) 
tức là 
œ)l=y x' m 
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Dịnh lí này mở rộng tức Tnn cho tích một số œ tùy ý nhắn 


từ (ty 3)  RÀ. s.. s.. x,.. Đặc biệt 


ñ 
(a"y = (Œ~ hp 
với mọi số tự nhiên khác 0 ; người ta quy ước viết phần tử đó 
dưới dạng ø ”, và mặt khác đặt ø? = e, như vậy ta đã hoàn 
thành việc xác định aˆ cho mọi số nguyên 4. Ta vẫn có (độc giả 
hãy chứng mỉnh điều đó) 
ad” đề -—~ d* + “ (#2y' = a“ 

với mọi À, / € Z. Chú ý : kí hiệu aˆ dùng cho phép nhân, trong 
trường hợp phép cộng ta viết Âoø. 

Dưới đây ta hãy đưa ra một số định nghĩa tương đương của 
nhớm. 

Định lí 5. Một nửa nhóm X là một nhóm nếu 0ò chỉ nếu 
hai điều kiện su được thỏa mãn - 

19. X có một đơn 0ị trói e. 

2°. Với mọi x € X, có một x) G X sao cho xX = e. 


Chứng minh. Hiển nhiên hai điều kiện trên là cẩn, ta hãy 
chứng mỉnh chúng là đủ. Giả sử có các điều kiện 1° và 2°. 
Lấy một phần tử tùy ý z € X. Theo 2° có một x' € X sao 
cho xxz = e. Vẫn theo 2° cố một x°'° € X sao cho x'x` = e. 


Ta cơ 


Mặt khác, ta lại cơ 
1e = 1(1*) = (x⁄ÌW = ex = 1. 


Kết luận e là đơn vị của X và x' là nghịch đảo của zx. Vậy 
Z là một nhóm. 


Ta cũng được một định lí tương tự nếu ta thay thế đơn vị 
trái bằng đơn vị phải và phần tử xˆ trong điều kiện 2° đáng 
lẽ ở bên trái của x thỉ viết ở bên phải của +. 
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Định l 6. Một nửa Ahkóm khác rồng X là một nhóm nếu 
và ch: nêu các phương trình ax = b oà ya = b có nghiệm trong 
XÃ tởi muối a b €G X 

Chứng mưnh. Định lí 3 cho ta biết điều kiện là cần, ta hãy 
chủng minh nó là đủ Ví X là khác rỗng nên cố một phần 
tử œq € X Giả sử e là một nghiệm của phương trình ya = ơ. 
Ta hãy chứng mình e là đơn vị trái của X Giả sử ở» là một 
phần tử tùy ý của X Gọi c là một nghiệm của phương trình 
œx = b._ Ta có 

eb = c(ac) = (eakK = ac = b. 

Vậy e là một đơn vị trải của X Bây giờ ta hãy chứng minh 
với mọi ở € X, có b` €C X sao cho bö = e Muốn vậy ta xét 
phương trình yö = e. Sự tồn tại nghiệm của phường trình này 
cho ta Ð`' Như vậy các điều kiện 1° và 2° của định lí 5 được 
thỏa mãn. ta có ÄX là một nhóm. h 


2. Nhóm con 


Giả sử Á là một bộ phản của một nhơm Ä. ta cố thể cơ 
m¬ € ¿† với mọi x v € À, túc là 4 là một bộ phận ổn định 
của Ä (§1. 1, định nghia 2ì. Như vậy phép toán hai ngôi trong 
ÄÃ cảm sinh một phép toán hai ngồi trong 4. Nếu 4 cùng với 
phép toán cảm sinh Ìà một nhóm, thì ta bảo Á là một nhóm 
con của nhớm X_ Chẳng hạn ta cố bộ phận các số nguyên Z là 
một nhớm con của nhóm cộng các số hữu tỉ Q. Ta chú y bộ 
phân (-1, 1} tuy lập thành một nhơm đối với phép nhàn. nhưng 
không phải là một nhơm con của nhóm cộng các số nguyên Z 

Dịnh nghĩa 2. Một bộ phận ổn định 4 của một nhóm X là 
một nhóm con của ÄX nếu ¿1 cùng với phép toán càm sinh là 
một nhóm. 

Định lỉ ?. Một bộ phần A của một nhóm X là một nhóm 
con của Ä nêu rà chỉ nếu các điều kiến sau đảy thòa mến : 


1, Với mọi x. Yy € Ả. xy €1 
3: £€ A, tớ: e là phần tử trung lập của X 
3¡ Với mọi x € Á. xÌ € A. 
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Chứng mình. Ắt có. Giả sử A là một nhớm con của X. Theo 
định nghĩa nhóm con, ta có ngay 19. Gọi e° là phần tử trung 
lập của nhóm A. Ta có 

eqä = đ với mọi œ € Á 

Mặt khác ta cũng có 

«đa = q 
vỉ e là phần tử trung lập của X. 
Do đó 


hay e =€ 
vì luật giản ước thực hiện được với mọi phần tử của nhóm Ä. 
Vậy ta có 2°. Cuối cùng gọi +' là nghịch đảo trong nhóm A của 
một phần tử x € A. Vậy ta có 

XX =e 2x4 %. 

Thực hiện luật giản ước, ta được z` = xzÌ,„ Điều này chứng 
mình 3°. 

Đủ. Giả sử A là một bộ phận của X thỏa mãn các điều kiện 
đã cho. Với 1°, A là một nửa nhóm, vì phép toán hai ngôi đã 
cho trong X là kết hợp. 2° và 3° nơi lên nửa nhóm A có phần 
tử trung lập và mọi phần tử của A có nghịch đảo trong A. Vậy 
4A là một nhóm, do đó A là một nhóm con của X⁄. 

Hệ quả. Giả sử A là một bộ phận khác rỗng của một nhóm 
%+ Các điều hiện sau đây là tương đương : 

a) A là một nhóm con của X. 

b) Với mọi x, y G A, xy GA uàx GA. 

©) Với mọt +, y € A, xyÌ € A. 

Chứng mình. Theo định H 7 ta có ngay a) kếo theo b), Hiển 
nhiên b) kéo theo c). Ta chứng minh c) kéo theo a). Vì A z Ø 


nên có một xz € A. Theo c) ta có e = xx Ì€ Á. Vậy điều kiện 
2° của định lí 7 thỏa mãn. Giả sử x € A. Vẫn theo c) ta có 
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› của một 
số nguyên m cho trước là một nhóm con của nhóm cộng các 
số nguyên Z_ Thật vậy, áp dụng điều kiện c) của hệ quả trên, 
ta có m2 là nhóm coa vì mr - my = mít ~ y) G m2, tức là 
hiệu của hai phần tử thuộc m2 kại thuộc m2. 

®) Trong một nhớm X„ bộ phận A gồm các lũy thừa œˆ của 
một phần từ € X là một nhóm con của ÄX_ Thật vậy, 


g 
dœÀg@” = dÌ”"“ € A Đặc biệt các bội của một số 


ví 
3) Bộ phận { e } chỉ gốm cơ phần từ trung lập và bộ phận 
ZX bà bai ñúm con của một nhóm X. Người ta gọi chúng là 
các ahóm con tầm thường của X. 

Định H §. Giao của một họ bốt kì những nhóm con của 
mộ( nhóm X là một nhóm con của ÄXL 

Chứng mixk Xét một họ bất kì (A ), „ , những nhóm con 
của ÄX và gọi A là giao của chúng. Trước hết ta có A # Ø, vì 
phần từ trung lập e của X thuộc A_, với mọi œz € ï, do đó 
e€A Bây gò ta lấy hai phấn từ bết kì r y € 4 Vì x, y € 4, 
nên x y € A_ với mọi œ € I VÌ các A, là những nhóm con 
nên xy ' € A_ với mọi œ € ï, do đó xy ` € A. Hệ quả của 
định lí 7 cho ta biết A là nhóm con của X. 


Giả sừ Ù là một bộ phận của một nhóm X. Thế thì ÈÙ chứa 
trong ít nhất một nhóm con của X, cụ thể X. Theo định lí 8, 
giao Ä của tất cả các nhớm con của X chủửa là một ahốóm 
con của X chứa . Đó là nhóm con bé nhất của X chứa Ù 
(quan hệ thứ tự là quan hệ bao hàm). 

Định nghĩa 3. Giả sử U là một bộ phận của một nhóm X 
Nhỏ:za con Á bé nhất của X chứa U gọi là nhóm con sinh rở 
=> 


49 


bởi U. Trong trường hợp A = X, ta nơi rằng U là một hé sính 
của XÃ và X được sinh ra bỏi Ù. 

Nếu U = {a},a € X, thì dễ đàng thấy rằng nhớm con Á 
sính ra bởi U cớ các phần tử là các lũy thừa a”, A € Z. Thật 
vậy, theo ví dụ 2) bộ phận gồm các lũy thừa œ* là một nhóm 
con của X. Hơn nữa, đó là nhớm con bé nhất của X chứa {a} 
vÌ mọi nhớm con của X chứa { œ } thì đều chứa các lũy thừa 
của œ. Người ta gọi A là nhóm con sinh ra bởi ở. 


Định nghĩa 4. Một nhớm X gọi là xyciíe nếu và chỉ nếu Ä 
được sinh ra bởi một phần tử a € X. Phần tử ø gọi là một 
phần tử sinh của X, 


Như vậy một nhóm X là xyclic nếu và v nếu các phần tử 
của nó là các lũy thừa œÌ`, A € Z, của một phần tử a € X. 


Ví đụ. 1) Xét nhớm các phép thế Š$; mà các phần tử là 


123 123 123 123 
dẫu [L2a|>ñ lš gnÌ: 2 Phi Ẽ t8) 


123 123 
f,= 5x 1J 8= HỆ 


Ta hãy nghiên cứu các phần tử của nhóm con sinh ra bởi 
f. Ta có 


fị “f;s.fì = £ 
Tnh hãy chứng minh rằng các lũy thừa lời khi 1 chạy khấp Z 


chỉ cho ta ba phần tử BhẨN biệt là e, ƒ,, ƒ; Thật vậy ta hãy 
lấy một lũy thừa tùy ý f2 ¡: Chia À cho 3 ta được 


À = 3g +r, 0 <r<8 
r là dư của phép chia A cho 3. Ta xét 


f1 =f1”' =fff1 = (0 °Fị- 
Nhưng trị =e, nên 
f1 =0 ft, S4 = đi “f1 - 
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Vì r lấy một trong ba giá trị O, I, 2, nên /2 là một trong 
ba phần từ /? = e /J =í¡ › f? = f2. Như vậy nhóm con A, 
sinh ra bởi /, gốm ba phần từ, đơ là e, /, và ƒ,. Nghiên cứu 
f„ ta có 

f‡=f,.f3 = e 

Bằng l luận tương tự, ta cũng có nhóm cơn sinh ra bời ƒ, 
gốm ba phán từ e, ƒ, /›. Vậy nhớm con sinh ra bời ƒ, trùng 
với nhóm con sinh ra bởi /,. 

Còn ƒ;. /, ƒ¿ là những chuyển trí nên ta có ngay 

f; mƒfa “fs=e 


Cũng lí luận như trên ta được { e, ƒ, } là nhóm con sinh 
ra bởi ƒ,. {e. ƒ,} là nhóm con sinh ra bởi ƒ, {e, ƒ;} là nhơm 
con sinh ra bởi ý,. 

Cuối cùng. . vì £ = e với mọi 1 € Z_ nên nhớm con sinh ra 
bởi e là nhóm con tẩm thường {e}. 

Nhóm S, không được sinh ra bời một phần tử nào của nó 
cả, vậy Š: không phải là xychc. Còn các nhóm con kể trên của 
S; đếu là xyclic. 

3) Nhóm cộng các số nguyên Z là xyclic vì các phần tử của 
nó là các bội của l. vậy l là một phần tử sinh của Z. Ta cúng 
có thể coi các phần từ của Z là các bội của -l. cho nên -l 
củng là một phần từ sinh của Z. 

Ngoài 1 và -l1 ra Z không còn phần từ sinh nào khác. Z 
là một nhóm xrclic vô hạn, còn các nhơm xyclic trong ví dụ 
1ì là hữu hạn. 

Giả sử X là một nhóm. e là phần tử trung lập của ÄX và a 
là một phần tử của X Nếu khẻng cố một số nguyên đương n 
nào sao cho a” = « thì nhóm con sinh ra bời ø là vô bạn, vì 
q` # ơœ° với ¿ £ Trong trường hợp trái lại, gọi m là số nguyên 
dương bé nhất sac cho ø” = e. thế thì nhóm con xinh ra bởi 
a có m chẩn tử : €° = e. cÌ =c.a`....,o” ` (chứng mình 
tương tự như trong vì dụ ]`) 


ð] 


Định nghỉa 5. Giả sử a là một phần tử bất kỉ của một 
nhóm X và A là nhớm con sinh ra bởi a. Phần tử ø gọi là có 
cấp uô hạn nếu A vô hạn ; trong trường hợp này không có một 


số nguyên dương n nào sao cho œø” = e. Phần tử ø gọi là có 
cấp m nếu A có cấp m ; trong trường hợp này m ¿à số nguyên 


dương bé nhất sao cho ø” = e. 
Một phần tử œ € X có cấp 1 khi và chỉ khi ø = e. 


3. Nhóm con chuẩn tắc và nhóm thương 

Giả sử A là một nhớm con của một nhớm *, ta hãy định 
nghĩa quan hệ ~ trong tập hợp Ä như sau : với mọi z, y € 
A,xz ~ y nếu và chỉ nếu x Ìy € A, 

Bổ đề 1. Quan hệ ~ trong X là một quan hệ tương dương. 


Chứng minh. ~ là phản xạ vì x Ìx = e € A. ~ là đối xứng 
vì nếu x Ủy € A thì y Ìx = (x ly) Ì œ A. Cuối cùng ~ là bắc 
cầu vì nếu z ly và y Ìz € A thì z lz = (x ly)\(y Ìz) e A. 

Với mỗi phần tử x € X, ta kí hiệu lớp tương đương chứa + 


là x và kí hiệu bộ phận của X gồm các phần tử có dạng xơ 
với œ chạy khắp A là xA, tức là xÁ = { xơ | a € A }. 


Bổ đề 9. š = xA. 
Chứng minh. Trước hết ta hãy chứng minh x C zxA. GIÁ sử 


y €z. Vậy xz ~ y, tức là x !y là một phần tử ø nào đó của 
A, do đó y = ra € zÁ. Bây giờ ta chứng minh bao hàm ngược 
lại : xÁ C z. Muốn vậy ta lấy một phần tử y tùy ý của xA. 
y có dạng xa với ø là một phần tử nào đó của A. Từ y = xe, 
ta suy ra x ly € A, vậy x ~ y, tức là y Cxr. NM 

Định nghía 6. Các bộ phận zA gọi là cóc ¿ớp trới của nhóm 
con Á trong ÄX. Tương tự, các iớp phải Ax của A trong X là 
các bộ phận mà các phần tử có dạng là ax với a 6 A. 

Cũng như đối với các lớp trái, ta có thể chứng minh các lớp 
phải của A là các lớp tương đương theo quan hệ tương đương : 
xz ~ y nếu và chỉ nếu xy ! € A. 
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Tà các bố đề I và 2 ta suy ra 
Hệ quả. Giá sử r cò y là hai phầm tử rày ý côn nhóm X 


( ỞÁ = yA nếu pò chỉ nếu x Ìy € A_. 
() xA n yA = Ø nếu cù chỉ nếu x ly @ A_ 


Tập hợp thương của X trên quan hệ tương đương — gụi là 
hợp thương của. nhóm X trên nhóm con x4, kí hiệu là X/A. 
phần từ của X/A là các lớp trái xA. 


giò ta hãy áp dụng các kết quả trên để nghiên cứu quan 
ng ng G TỢNG VU IỢU TẾT SUYTV HỢP VN 


th vả 


cấp 
ý. Tạ có 
É 9 Gick k lagănggio. CỔ của một xhón 3 Nếu 
hạn là bội của cốp của mọt nhóm con của RÓ, 


Chứng minh Giá sử X có cấp là m và A, một nhóm con bất 
kỉ của nó, có cấp là m. Trước bết ta hãy chứng minh mọi lớp 
trái xA, r G X, đều có số phần từ là m. Muốn vậy ta hãy xét 


= Ẩm, #ạ....; Xm} 
si = .. 

Các phần từ này là phân liệt, vì nếu có xx, = rr, chẳng 
hạn, thì r, = x, . Đó là tất cả các phần từ của lớp trái xẢ. 
Như vậy r4 có m phấn từ Vì X là hữu hạn nến số các lớp 
trái zÁ là hữu han, gọi / là số các lớp trái xA. Do các lớp trái 
là rời nhau nên ta củ n = m¿. 

Tương tự ta cũng có ¿ là số các lớp phải Ar. 

Sỹ 1 öệ ly tIả7/21: ATM DBẠI (AI et  ẤR C0 số của 
nhóm con Á trong Ä 

Vì mọi phần từ x của một nhóm XÄ sinh ra một nhớm con 
có cấp bằng cấp của 1z. nên : 

Hệ quả Ì. Cáp của mội phần tì tùy ý của một nhóm hữu 
hạn Ä là ước của cốp của ÄX- ˆ 

Vì mơi phấn tử r # e của một nhớm X đều sinh ra một 
nhóm con có cấp không nhỏ hơn 2 nên : 


và các phần từ 
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Hệ quả 2. Mọi nhóm hữu hạn có cốp nguyên tố đều là 
xyclic uà được sinh ra bởi một phần từ bất bì, khác phần ‡U 
trung lập, của nhóm. 


Ví dụ. Ta hãy lấy nhóm các phép thế S; có cấp 6. VÍ dụ ở 


mục 2 cho ta biết các phần tử của nó có cấp hoặc là 1, hoặc 
là 2, hoặc là 3, đớ là những ước của 6. Bây giờ ta hãy lấy một 
nhóm con của $%, chẳng hạn nhớm con Á = {e, /;}. Định 1 


Lagrănggiơ cho ta biết số các lớp trái của A là 3. Ta hãy thành 
lập các lớp trái đó. Ta cớ 


eA = [se = e, dạ = f} 
f,A ={ñn« =Í› f1 “ f;) 


f,A = Ứye F3 f;,, fyfa = fs} 
ƒạA = eA, vì ƒ € eA 
fA = fA, vì ƒ, € 4A. 


f,À = fA, vì ƒ, G€ íA. 
Bây giờ ta hãy xét các lớp phải của A : 


Ae= (e =e,f,e =f) =A^h 
Af x (e, = fÑ› !f - f,) = Af£ 
Af6 = {ef = f;› f!aíf; = #) = A'% “ 


Chú ý ta có 
fA Af', $,A z Af,. 


Trở về trường hợp tổng quát, giả sử X là một nhơm và A 
là một nhớm con của nó. Ta được tập hợp thương ÄX/Á mà các 
phần tử là các lớp trái xA, x € X. Ta muốn trang bị cho X/A 
một phép toán để nó trở thành một nhớm. Nhưng ta lại muốn 
phép t›án đó không phải là tùy ý mà suy ra từ phép toán của 
*, cụ thể ta muốn cho tương ứng với cặp (xÁ, y4) lớp trái xyA, 
thế thi tương ứng đó có phải là một ánh xạ từ X/A x X/A đến 
X/A không ? Để trà lời câu hỏi đó, ta xét ví dụ trên. Chẳng 
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hạn ta cho tương ứng với cặp (,A, /,A) lớp /A Vi / =ƒ/,. 
nên A = /,A Mạt khác vì ƒA = ƒ,A, nên củng với quy tắc 
tương ứng ấy, ta có lớp trái eÁ = /2Á tương ứng với cập 
Œ;A. f,^4) = Œ,A, /,A). Nhưng ƒ;4 # e4 vậy quy tác trên 
không cho ta một ánh xạ Muốn quy tắc đó cho ta một ánh 
xạ ta cần ấn định cho nhóm con Á của ÄX một điếu kiện, mà 
ta gọi là điều kiện chuẩn tác. 

.Dịnh nghĩa 7. Một nhóm cơn Á của một nhóm X gọi là chuẩn: 
tác nếu và chỉ nếu x Ìax € A với mọi œ € A và x € Ă. 

Định l 10. Nếu A là một nhóm con chuẩn tắc của một 
nhóm X, thị : 

() Quy tác cho tương ứng uới cúp (CÁ, vÀ, lớp trúi xvAÁ là 
một ảnh xạ từ ÄX.A x ÄX/A đến XIA 

lì XA cùng cới phép toán hai ngôi 

x1. yÀ/  xyA 

là một nhóm, gọi là nhóm thương của ÄÃ trên A. 

Chứng minh (¡\ Để chứng minh quy tắc đó là một ánh xạ 
thì ta phải chứng minh rằng nếu z,Ä4 = xÁ và y,Á = yA thì 
xZ;vj Á = rxA, hay theo bệ quả của bổ để 2, nếu g Đạy €6 A1 và 


] 
ta có € .4 theo giả thiết Xét tích y Ìx Ìxy, = v Ìay,. Ta 
có thể viết : y Ì 8y = 0 lay `) Nhưng y '*ay € 41 vì 4 
ì 


3N € A thì (\ Ì (r,xY¿) = Là Sóc hà € 4 Đạt rÌx, = da, 
=J 


là chuẩn tắc. và v Ìy, € A theo giả thiết. vậy (v 'ayww Ìy.ì 
€ A. tức là œy) `(@¡v,) € Á Ta kí hiệu cái hợp thành của rÄ 
và vi là x4.vÁ. 


ti! Để thử nghiệm tỉnh chất kết hợp của phép toản hai ngèêi 
trong X4. ta hãy lấy ba phần tư tùy Ý x. v. z của X Thê thì 


x1v4zZ1 = 1xzl = Lr v2. 
De đó phép toán hai ngôi đã cho là kết hợp 


Để thử nghiẹu sự tốp tẩï của một đơn vị trái, ta hãy Xét 
lớp trái eA'* Ã; frong đớ e là phần từ trung lập. Ta có 


eÁ.xÁ = eXÁ = xÁ 
với mọi lớp trái xA ©€ X/A. Vậy eÁ = A là một đơn: vị trái. 
Cuối cùng với mọi xA € X/A, ta có 
z7 ÌA.xA = x 'xA = eA. 
Theo định lí 5, X/A cùng với phép toán hai ngôi đã cho trong 


XiA là một nhóm, với eA là phần tử trung lập và z ÌA là 
nghịch đảo của +xA. 


Định H sau đây cho ta biết một định nghĩa tương đương của 
nhóm con chuẩn tắc. 


Định lí 11. Giá sử A là một nhóm con của một nhóm X. 
Các điều kiện sau đây là tương dương : 


a) A là chuẩn tác. 

b) xÁ = Ax uới mọi x € X. 

Chứng mính. Ta hãy chứng mìỉnh a) kéo theo b). Giả sử za, 
œ€A, là một phần tử tùy ý của xA. Vì A là chuẩn tắc nên 
y lay € A với mọi y € X. Lấy y = x 1, ta có xex Ì @€ A. Đặt 
xax Ì = a@' € A, ta có xœ = ax €G Ax. Vậy xÁ C Art. Đảo lại 
giả sử œx, a € A, là một phần tử tùy ý của Ax. Vì A là chuẩn 
tắc nên x lax € A. Đặt x lax = a' G A, ta có ơx = zø' € 1A. 
Vậy Ax C zA. Kết luận xA = Áx. 


Bây giờ ta chứng mỉnh b) kéo theo a). Giả sử a và z là hai 
phần tử tùy ý theo thứ tự của A và X. Ta cổ œt € Ax. Theo 
giả thiết Áx = xA, nên ơx € xA, tức là ax = xơ' với ø' là một 
phần tử nào đơ của A. Ta suy ra x Ìax = ø'° € A. Theo định 
nghia 7, A là chuẩn tác. 


Do định lí trên, từ giờ nếu A là chuẩn tắc thì ta không phân 
biệt lớp trái, lớp phải của A và gọi một lớp trái (hay một lớp 
phải) của A là một ¿óp của A. 
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Ví dụ. 1) Trong một nhớm Z, các nhóm con tầm thường {e} 
và X là chuẩn tắc. 


2) Trang một nhớm aben mọi nhóm con là chuẩn tắc. 

3) Trong nhớm các phép thế S, ta hãy xét nhóm con Á; gồm 
các phép thế chăn (2, ví dụ 1) Ta có 

eÁ, = A; = {e, Ø6, f;} 

VÌ ƒ,, ƒ, C eA, , nên 

eA; = DA =ÍQAy. 

Vì các lớp trái của A¿ là các lớp tương đương, nên chúng 
thành lập một sự chia lớp của Š;, vậy nguài lớp trái eÁ; ra 
ta chỉ còn một lớp trái gồm các phần tử còn lại ƒ;, ƒ,, /,. Ta 
suy ra 

f4; = f4; =ÍAa . th. Íq› RÌ. 
Cũng bằng lí luận tương tự, ta được 
Á;= 4e = 4ñ = 4 = [e, f0, 02) 
Ayfạ = Asf = A;fs = [f;. fạ. f;Ì 

Do đó, A;, là chuẩn tắc theo định lí 11. 

4) Xét nhóm cộng các số nguyên Z và nhóm con nZ của Z 
gồm các số nguyên là bội của một số nguyên n đã cho. Vì nhóm 
cộng các số nguyên là aben, nên nZ là chuẩn tắc, và do đó các 
lớp trái, phải của nZ bàng nhau. Các lớp của nZ được kí hiệu 
là r + nZ  x € Z, vì phép toán ở đây là phép cộng +. Quan 
hệ tương đương xác định bởi nZ là : x ~ y nếu và chỉ nếu 
r—- y€nZ tức là hiệu r - y là một bội của n. Quan hệ này 
chẳng qua là quan hệ đồng dư mod n. Vậy Zm2 gồm +6 lớp, 
đó là 0 + n2. 1 + nữ#,.... (án ~ 1) + nZ (Chương IL §2, 2, Ví 
dạ) Tập hợp thương Z⁄nZ cùng với phép toán 

({x + nế) + (y + n2) = ( + y) + nữ 


gọi là nhóm cộng các số nguyên mod n_ Kí hiệu r + n2 bằng 
z và lấy n = 4 ta có bảng cộng của Z/4Z như sau 
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4. Đồng cấu 
Định nghĩa 8. Một đồng cấu (nhóm) là một ánh xạ ƒ từ 
một nhớm X đến một nhóm Ÿ sao cho 
ffab) = ƒf(a) f(b) 


với mọi a, b € X. Nếu X = Y thì đồng cấu ƒ gọi là một £/ đồng 
cấu của ÄX. 


Một đồng cấu mà là một đơn ánh thì gọi là một đơn cốu, 
một đồng cấu toàn ánh gọi là một đoàn cấu, một đồng cấu song 
ánh gọi là một đảng cốu, một tự đồng cấu soug ánh gọi là một 
tự đẳng cấu. Nếu ƒ : X — Y là một đẳng cấu từ nhớm X đến 


nhóm Ÿ thỉ người ta viết ƒ : X ^® Y. (Trong trường hợp X và 
Ÿ là những nửa nhóm, ta cũng định nghĩa đồng cấu (nửa nhóm) 
như trên và cũng có các khái niệm tương tự). 


Ví dụ. 1) Giả sử A là một nhớm con của một nhớm X. Đơn 
ánh chính tác 


A->x* 
g>ơd 


là một đồng cấu gọi là đơn cấu chính tác. 


2) Ánh xạ đồng nhất của một nhóm X là một đồng cấu gọi 
là ¿ự dẳng cấu dòng nhất của X. 


3) Xét ánh xạ từ‹nhớm nhân các số thực dương R* đến 
nhớm cộng các số thực R 


log : RỲ =>R 
x  logr 
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trong đó log x là logarit cơ số 10 của z. Vì logŒy) = Ìog x + log y, 
nên log là một đồng cấu. Đồng cấu này còn là một song ánh 
nên là một đẳng cấu. 


4) Giá sử A là một nhóm con chuẩn tắc của một nhớm X. 
xa 
hb: X>X/'A 
x > ÂÑ(xJ) = xÃ 
là một đồng cấu từ nhóm X đến nhóm thương X/A. Thật vậy, 
hxy) = xyÁ = xÁ yA = híc/ hé). Đồng cấu này còn là một 
toàn cấu, gọi là foàn cấu chỉnh tác. 

5) Giả sử X và Y là hai nhớm tùy ý, ánh xạ 

X¬¬Y 
1Ằ..e, 

với e là phần tử trung lập của Y, là một đồng cấu gọi là 
đồng cấu tầm thường. 

6) Nếu ƒ : X — Y là một đẳng cấu từ nhớm X đến nhóm YV 
thì ánh xạ ngược ƒ Ì : Y — X củng là một đẳng cấu. Thật vậy, 
ta có ƒ Ì là một song ánh, ta chỉ còn chứng mính ƒ Ì là một 
đồng cấu Giả sử y, y° là hai phần tử tùy ý của Y. Đặt 
x=f}@),z =ƒ}@), ta có ƒ#) = y và fz') = y' Vì ƒ là 
một đồng cấu nên /#œ/ = ƒt/ ƒfz⁄) = xvy `. Do đó 


f`@y) = xz = ƒ `@)ƒ7 '0`). Vậy ƒ Ì là một đồng cấu. Ta bảo 
hai nhóm X và Y là đẳng cấu với nhau, và ta viết X = Y, nếu 
cố một đẳng cấu từ nhóm này đến nhóm kia. 


Định nghĩa 9. Già sử ƒ : X — Y là một đồng cấu từ nhóm 
X đến nhóm Y. các phần từ trung lập của X và Y được kí hiệu 
theo thứ tự là e, và ey . Ta kí hiệu 

Imƒ = ƒX) 

Kerƒ = Í x € X | ƒx/ = +y ) = f1 
và gọi Imƒ là ảnh của đồng cấu ƒ Kerƒ Ìà hạ? nhân của đồng 
cấu £ 


Sau đây. ta sẽ đưa ra một số tính chất của đồng cấu. 


s2. 


Định lÍ 12. Gid sử X, Y, 2 là những nhóm dà ƒ : X —~ Ÿ 
Uuù g : V — Z là những dồng cấu. Thế thì ánh xạ tích 


gft: X + Z 


cũng là một đồng cấu. Đặc biệt tích của hai dâng cấu là một 
đằng cấu. 


Chứng mình. GiÁ sử a, b là hai phần tử tùy ý của nhóm Ẩ. 
Ta có, do ƒ và ø là những đồng cấu, gffab) = g(ƒíab)) = gứ(a) f)) 
= gí(fía) gứ(b) = gfía)g ƒb). 


Định lí 13. Giả sử ƒ : X —> Y là một đồng cấu từ một nhóm 
ÄX đến một nhóm Y. Thế thì - 


( ffey) = ey 

Qi) f& !) = fƒf&JƑ Ì oới mọi x ©€ X. 

Chứng mình. () Giả sử z là một phần tử tùy ý của X. 

Tạ có f(£yŒ) = f(eyx) = f@) = eyfœ) 

Vậy f(@x)f&) = eyf@) hay f(ey) = ey sau khi thực hiện luật 
giản ước. 

( Ta có 

fx"}ý@) = f&#”'+) = f@x) = ey = W@Ï `f@)- 
suy ra 
fœ') = Ưœ@I"'. 8 
Định lÍ 14. Giả sử ƒ: X — VY là một dồng cấu từ một nhóm 


4 đến một nhóm Y, A là một nhóm con của X uà B là một 
nhóm con chuẩn tác của VY. Thể thì : 


() ƒ#(A) là một nhóm con của Y. 
ti) f Ì (BJ là một nhóm con chuẩn tác của X. 


Chứng mình. () Trước hết ƒ(A) œ£ ® vì A là một nhớm con 
nên e, € A, do đó ey = /íe,) € ƒ(A). Ta hãy lấy hai phấn tử 
tùy ý : y, yị € ƒ(A). Vì y, y, € ƒ(AÁ), nên có *, ø¡ € A sao cho 
y = fU và yị = ffz\). Xét tích LIANG Ta có „ = fx) £xị)} = 
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= f6xYGy”) ~ f@a,”) Vì A là nhớm con nên rxị! € A, do đó 
Vy = fGx;”) € /IA). Ta say ra /VA) là nhóm con của F. 


() Ø4 ”() £ Ø, vì B là nhóm con nên ey G B, do đó 
f&) = ey C B, ta suy ra e € / `). Bây giò ta lấy bai phần 
từ tùy ý x, z, € / ”(B), ta chứng mình zxz.Ì € /Ì(B). Muốn 
vậy ta xét 0x, ) Tà có (0, ') = /GXU ) = /“GYŒ,) Ì Nhưng 
f@), fx) € B và fuYG)) ” € B vì B là nhóm con. Vậy _ 
fe mg ')) 6B, tức là ` € / ”(B), do đó ƒ Ì(B) là nhớm con 
của X. Cuối cùng ta chứng mỉinh nó là chuẩn tác Muốn vậy 
già sử ø € / Ì(B) và x G X Xét 
fa`a) = fx')ÑeY() = fœ)`ÑaeYt) € B vì Ñœ) CB và B 
là chuẩn tác. Do đó x 'ạxz € ƒ Ì() với mọi œ € / Ì(B) và mọi 
r €GX Vậy / Ì(B) chuẩn tác 

Tù định lí 14 ta có hệ quả tức khắc 


Hệ quả. Giả sử ƒ : Ã —> Y là một dòng cứu từ một nhóm 
Ä đến một nhóm Y. TRỂ thì Imƒ là một nhóm con của Y cò 
Xerf là một nhóm con chuẳn túc của X 


Định lí l5. Giá sử ƒ: X —> Y là một dồng cấu từ một nhóm 
Ä đến một nhóm Y. Thể thì : 

(i) ƒ là muội toàn ánh nếu uà chỉ nếu Ïmƒ = Y. 

(l) ƒ là một đơn ánh nếu oà chỉ nếu Kerfƒ = | evÌ. 

Chứng mình QÚÀ Suy ra từ định nghĩa của toàn ánh. 

(H) Giá sử / là một đơn ánh. Với mỗi phán từ y € Y có 
nhiều nhất một phần tử x sao cho fz) = y. Vậy Kef = {e,). 
Đảo lại giả sử Ker = («,ì. Xét hai phần tử r, z, € X sao cho 
fœ) = ft): Ta suy ra /@œ/œ) ` => &y Nhưng 
fœ)fœ)”' = fx)fœ)”) = f6). Vậy fax) =ep tức là 
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xi € Ker = {e„)ì. Do đó “CAN = e hay x = x,. Như vậy ƒ là 
đơn ánh. @ 

Định lí 16. Giả sử ƒ : X —> Y lờ một đồng cấu từ một nhóm 
X đến một nhóm V, p : X —> XfKetƒ là toàn cấu chính tác (Ví 
dụ 4) từ nhóm X đến nhóm thương của X trên hạt nhân của 
£ Thế thị : , 


() Có một đồng cấu duy nhất f: X/Kerƒ — Y sao cho tam 
điác sưu 


là giao hoứún, túc là ƒ = ft 

(ii) Đồng cấu ƒ là một đơn cấu uờ Imƒ = ƒ(9. 

Chứng mình, () Đặt Eerf = A và cho tương ứng với mối 
phần tử zA của X/A phần tử +) của Y, Quy tấc cho tương ứng 
như vậy là một ánh xạ. Thật vậy, giả sử xÁ = z¡A, thế thì ta 


cố x xạ € A (hệ quả của bổ đề 2). Nhưng 4A là hạt nhân của 
ƒ nên ƒŒ x) =ƒ/Œ 'ý@ŒỤ = fŒ@) 'f@) =eu tức là 
f) = fœ). Ta đặt 
f†:X/⁄A=Y 
xA + ƒ(&A) = ƒf&). 
Ta chứng minh ƒ là một đồng cấu. Ta có, với x4 và yA là 
hai phần tử tùy ý của X/A, 
ÑxAyA) = TtyA) = fŒợ). 
Nhưng ƒ là một đồng cấu nên ƒf(xy) = ƒŒ)/ỚŒ), do đó 
ÑŒAyA) = fœ)f0@) = &A)70A) 


theo định nghiỉa của Ƒƒ Vậy ƒ là một đổng cấu. Từ đảng thức 
fŒA) = fí) với mọi xz € X, ta có thể viết 


f) = Ï&«A) = fp@®) = ïpŒœ) 
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vời mọi x € ÄX Vậy ƒ = ƒp Cuối cùng già sử có một đồng cấu 
£ : ÄX:.A —= Y sao cho ƒ = gp. Vậy, với mọi xÁ € X/A, ta có 
r\xzÄ) = r@Œ)) = gp&Œ) = f) = ÑxA). 

do đó g = Ƒ 

tủ) Giả sử x4 € X⁄4 sao cho (x4) ey. Theo định nghỉa của 
†, RfuA) = fx). vậy fứ) = ey Do đó xr GA =eA, tức là 
xÁ = eA. Ta suy ra Ker7 = ; «A }, vậy ƒ là một đơn cấu (định 
lí lỗ. :1y 0220 loi ƒb nên ta suy ra ïmƒ = Imƒ = 
=ƒX 

an  .ẽ...Ỏ 
mội nhóm Y, †a có 


ƑX. = XKer 

Vĩ dụ. 1) Giả sử A4 là một nhơm con chuẩn tắc của X, h là 
toàn cấu chính tắc từ X đến X¿A4. Ta có Ker Ää = 41. Thật vậy, 
ta có Äz = r4 = c4 nếu và chỉ nếu x € A (hệ quả của bổ 
đề 2?\. Trong trường hợp À = {e} thì toàn cấu k còn là đơn 
ánh, do đó h là một đẳng cấu. vậy X = X'::e) (điêu này ta có 
thể chứng minh trực tiếp). Trong trường hợp À = X thì nhốm 
thương XÃ là nhớm chỉ cớ một phần tử, đó là lớp eX, vì ta 
có xX = eX với mọi x € X. Thàn cấu chính tắc h lúc đó là tẩm 
thường vì "biến" mọi phản tử của X thành phần tử trung lập. 

3! Giả sử ƒ là một ánh xạ từ nhóm cộng Z các số nguyên 
đến nhớm nhân C” các số phức khác © xác định như sau 

/:#Z—C 


2k 2T 
k c@s——— #linR=——=—= 
¬1 


trong đó z là một số nguyên dương cho trước. Rõ ràng ƒ là một 
đồng câu vì 


3(â +hì1 2š +h\n 
Ñ + hì = cos—————— * išiRn—————— = 
3~ _ Đmn, 2h+ 2h, 
= cO——— “ tạ nn \† ©os—_— k3 isin ———] = ƒf!k) fUì. 


Mặt khác vì 
(2= + dần CC)" = cos2km + isin2kn = Ì 


nên các phần tử của /Z) là các căn bậc œ của đơn vị. Ta suy 
ta tập hợp các cân bậc n của đơn vị cùng với phép nhân các số 
phức là một nhớm. Bây giờ ta xét tới Ker/. Đó là bộ phận của 
Z gồm các số nguyên & sao cho 


2km _. 2# 
(OS——— + i$in—— = Ì. 
kì h 


Vậy k là bội của n, do đó Kerƒ = nZ. Theo hệ quả của định 
lÍ 16 ta có 


f(ZØ) Z Z⁄nZ, 


tức là nhóm nhân các căn bậc n của đơn vị đẳng cấu với nhóm 
cộng các số nguyên mod n. 


5. Đối xứng hóa 


Ta đã biết rằng trong một nhóm, đẳng thức øð = ac (hay 
ba = ca) kéo theo đẳng thức 6 = c. Điều này do sự tồn tại 


của đối xứng ơ Ì của a. Nhưng nếu ta xét một nửa nhóm, thì 
ab = œc chưa chấc đã kéo theo b = c ; chẳng hạn trong nửa 
nhóm nhân các số tự nhiên N ta có đẳng thức 0.2 = 0.3, nhưng 
2 z# 3. Từ đây ta có khái niệm : 


Định nghĩa 10. Cho một tập hợp X cùng với một phép toán 
hai ngôi trong X. Một phần tử œ € X gọi là chính quy bên trái 
(bên phảU nếu với mọi b, c € X sao cho gò = dc (ba = ca) thì 
ð =c, ø gọi là chính quy nếu nó là chính quy bên trái và bên 
phải. 

Như vậy, trong một vị nhóm, mọi phần tử có đối xứng đều 
là chính quy, nhưng ngược lại không đúng (xét vị nhóm nhân 
N các số tự nhiên). Điều kiện chính quy chỉ là điều kiện cần 
để có đối xứng. 
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Bây giờ ta hãy xét văn đề sau đây : "nhúng" một vị nhóm 
giao hoán ÄX vào một vị nhơm X 'rộng" "hơn sao cho mọi phần 
tử chính quy của X có đổi xứng trong X. 


Bồ đề 3. Giả sử X là môt nửa nhóm giao hoứn có phần tử 
trung lập e cà ÄX” là bộ phận của X gồm các phần tử chính 
quy của XL Thể thì 

Œ\ e€ X" 

đi) 1X" là ẩn định. 

Chứng mình G) Vì er = x với mọi x C X. nên từ eø = eb 
ta có a = b. 


đñ\ Giả sử a, b € X”. Tù adör = aby ta suy ra Öx = Öy vì 
ø là chỉnh quy. Nhưng ð cũng chỉnh quy nên öxz = öðy kéo theo 
z = v. Vậy œò là chính quy, túc là so C X”. N 

Định lí 17. Giả sử ÄX là một vị nhóm giao hoán, X" là bộ 
phân của X gồm các phần tử chỉnh quy của Ä. Có một tị nhóm 
giao hoón ÄX tà một dơn cấu ƒ từ X dến ÄX có cóc tỉnh chất 
S1 : 

1°. Các phần từ của ƒX `) có đối xứng trong X. 

2° Các phần tử của Ä có dạng ƒq, ƒb/Ì tới 
aEX.bCY 


Chứng mình. T3 hãy xét quan hệ ŠS sau đây trong tập hợp 
Xx®x: 

'n, b Sa”. b` nếu và chỉ nến dŠ' = a®. 

Quan hệ S ià một quan hệ tương đương : thật vậy, rõ 
ràng né là phân xạ và đối xứng : nó là bắc cẩu, vì nếu ta có 
ab” = ab và ab`” = œ'b, ta suy ra abÈ'” = abð'' = q'bb` 
nhưng b là chính quy. nền øb” = 2`}. Giả sử ÄX là tập hợp 
thương của Ä x ÄX trên quan hệ tương đương S. Các phần từ 
của X là các lớp tương đương C'a, ö. mà ta kí hiệu là (a, ò). 
Ta đật ñœ) = (đ. €\ với mọi a € X, e là phần tử trung lập 
của X. Ta hãy trang bị cho Ã một phép toán để X là một vị 
nhóm giao hoán và ta sẽ thấy ràng cặp (X, /Ø thỏa mãn bài 
toản đặt ra. 
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Giả sử x -= (đ, 6) và y = (e, , đ) là hai phần tử của x Phân 


tử (dc, bởy chỉ phụ thuộc vào x và y ;¿ thật vậy giả sử 

= (4`, 6), vậy œb`=d'b hay nhân hai vẽ với cđ, dò cđ = đ bcở, 
ta suy rơ (ae, bd) = lếc.- , Ð)đ), - Ta thấy ngay rằng X cùng uới 
pháp toán (x, y) => XY = (ac, c, bd) là một vị nhóm giao hoải hoán với 
phân tử đơn vị là (e, e). Ta chú ý là ta có (e, e) = (a, 4) với 
mọi a € X'”. Ngoài ra ta có ngay ƒ là một đơn cấu và, với mọi 
a € X, đối xứng của ƒ(a) = (z, e) trong Xà (e, a). Cuối cùng 
mọi phần tử xz = (œ, b) € X có thể viết 


x= (4, b) = (a,£)(, b) = (œ.,€)(b, e) Ì = f{a)fb) ` 

Cập (X, ƒ của định lí 17 là duy nhất (sai kém một đẳng 
cấu) nghia là nếu cơ một cập (Y, ø) khác thỏa mãn bài toán 
thỉ cố một đẳng cấu g : X —> Y và ø = gýƒ. Thật váy, ứng với 
mỗi phần tử x = ƒ{)ƒ(b) Ì, ta xét phần tử g(œ)g(b) Ì. Phần tử 
ø(a}g() ` chỉ phụ thuộc vào phẩn tử z, vì nếu có 
f()ƒf() ` = f(@)ƒf() ` tức là ƒf(@JfÈ`) = fa)fb) hay 
f(ab') = f(œ'ð) ( là đồng cấu), ta suy ra aễ” = a'b !ƒ là dơn 
únh), do đó gí(ab”) = th hay øíajgtb” = gia” gfÐb; tg là đồng 
cấu), tức là ø(a) ø()' Ì = gø(a`') ø(b`) T1, vậy ta cố ánh xa ø : 


f(a)ƒ() ` — gía)g(6) `” 

từ X đến Y. Dê dàng chứng mỉnh rằng đó là một đẳng cấu và 

=. 

Trong định lí 17, vị ƒ là nuột đơn cấu nên ta hãy đồng nhất 
q và ƒa; với mọi a € X Do đó các phân tử của X viết dưới 
dạng đỡ” với ,€ X,be€@&X 

Hệ quả. Nếu tất cả cóc phần tử của X dều là chỉnh quy 
thì tất cả cóc phần từ của X đều có đối xứng. do đó ÄX là mót 
nhóm. 

Ứng dụng. l0 Số nguyên. Ta hãy lấy X là vị nhóm các số 
!ư nhiên M, phép toán là phép cộng thông thường : mọi phần 
tử của X là chính quy nên X là một nhóm Ta kị hiệu X bảng 
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£ ; các phần tử của Z gọi là các số nguyên ; phép toán trong 
Z xáy dựng như trong định lí 17 gọi là phép cộng các số nguyên 
và cũng kí hiệu bằng dấu + như phép cộng các số tự nhiên. 
Mối phần tử của Z viết dưởi dạng m - n với m,n €N. Nếu 
m > n ta có m - n = p. p là số tự nhiên sao cho m = n + ø. 
Nếu m < n, ta có m - n = -p. p là số tự nhiên sao cho 
m+p =n. Vậy các phần từ của Z là. -3 -2 -1, 0, 1.2 3... 

3) Số hữu tỉ dương. Lấy NÑ` tập hợp các số tự nhiên khác 
0 làm X. phép toán lần này là phép nhân thông thường các số 
tự nhiên ; mọi phấn từ của N” là chính quy nên X là một 
nhơm. Trong trường hợp này X kí hiệu là Q` và các phần tử 
của nó gọi là các số hữu ít dương ; phép toán trong Qˆ xảy 
dựng như trong định lí 17 gọi là phép nhân các số hữu tỉ dương 
và kí hiệu bằng xy hay ry cái hợp thành của hai số hữu tỉ 
v. Mỗi phần tử của Qˆ viết đưới dạng pg Ì với 


dươrg r và \ 
2.q€GN. ta còn quy ước viết phần tử pợ Ì của Qˆ là pạ 


Ốp. 


k4 ?ựa 
hay Ê ; tích còa —" và -^ như vậy là ——” ; số tự nhiên m 
kì Sị q› Sq;9› 
được đồng nhất với mi = mat {n € Ñ `). 
Chú ý. Tại sao với Z. ta có 
Z=NUÍ{-1, -?, -3,.., =, .} 
txe= Ứng dụng l)ì, trong khi đấi với Qˆ ta không có 
+ 1⁄1 ai 1 ẵ 
:= N UÍ<.<.=.-..—=..-: 
b NỔI kết các ` n 
(xem Ứng dụng 2! ? Để tìm hiểu ta xét các định lị sau đây. 
ÄX trong hai định ÌÍ sau chỉ mệt vị nhếm nhâa giao hoán 
(tất nhiệp ta cũng có thể lấy một vị rhơm cệng: và X ià bệ 
phận cá: phản tử chinh quy của ÄX mà ta giả thiế V = XY 
Thec Hệ quả của Định h l1, Ã là mệt nhơm., mà các phần từ 
có dang a°_ Ì với œ. b € X (Định l L. 


Định li 1§. Nếu với mọi ø. 5 € ÄX hoặc phương trình 
Gr = b có nghiệm :trcng \. hoặc thương trình 5x = 
trong X : thế thị : 


X=xu([c'|cex# 


Chứng minh. Già sừ ab"Ì œ X . Nếu phương trình 2z = b 
có nghiệm rong X, nghiệm đớ phải có dạng bơ ˆ € X, vậy 
abˆÍ €{ cÍ | eœ X }. Nếu phương trình bx = a có nghiệm 
trong X, nghiệm đó phải có dạng ab” œ X. Vậy 
Xcxu({e'!|eex. 

Bao hàm thức ngược lại là hiển nhiên. Vậy ta có 

X=xuUu({cl'l|ccx).m 

Định lí 19. Đảo lại, giả sử 

X=Xxu({c | e e5. 

Thế thì với mọi ø, b € X, hoặc phương trình œx = b có 

nghiệm trong X, hoặc phương trình öx = ø có nghiệm trong Ä. 


Chứng minh. Giả sử a, b € X. Xét phương trình Sỉ = b. 
Phương trình này có nghiệm trong, X, đó là x+ = ba Í, Theo 
giả thiết về Ä, ba Ï € X hoặc ba Í c{ cỉ Ị c6e#}. Nếu 
ba"! € X, điều đó có nghỉa phương trình lơ nghiệm trong 3X ; 
nếu ðø  € { c? Ị c6*X*), ta có bơ = có 6X, hay 
ob"Ì = c, hay phương trình bx = ø có nghiệm trong X. 

Từ hai định lí trên, ta thấy rằng : "Với mọi ø, bò € N, hoặc 
phương trình ø + x = b có nghiệm trong NÑ hoặc b + x = &# 
có nghiệm trong NÑ°. Cho nên 

Z=NU(-I1, ~2, ~3, ..}. 

Trong khi đó, với mọi ø, b € NỈ, không phải bao giờ ta cũng 
có gx = b có nghiệm trong NỲ hay bx = a có nghiệm trong N”. 

Chẳng hạn œ = 2, ö = 3, cả 2x = 3 và 3x = 2 đều không 
có nghiệm trong N°. 

BÀI TẬP 

1. Lập các bảng toán cho các tập hợp gồm bai phần tử, ba 

phần tử để được những nhớm. 


2. Thử xem các tập hợp sau đây với phép toán đã cho có 
lập thành một nhớm : 
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1; Tập hợp các số nguyên với phép cộng. 

2) Tâp hợp các số hữu tỉ với phép cộng. 

3) Tạp hợp các sö thực với phép cộng. 

4) Tạp hợp các số phức với phép cộng. 

5) Tập hợp các số nguyên là bội của một số nguyên m với 
phép cộng. E 

6) Tập hợp các sô thực đương với phép nhân. 

T\ Tập hợp các số thực khác 0 với phép nhãn. 

8\ Tập hợp các số phức cố mödun bằng 1 với phép nhân. 

9) Tập hợp các số phức khác 0 với phép nhân. 

10: Tập hợp các số hữu tỉ có dạng 2" n € Z với phép nhân. 

11) Tập hợp các căn phức bậc n của Ì với phép nhàn. 

12) M = {l, -l1} với phép nhân. 

13) Tập hợp các số thực dương với phép toán 7 xác định 
như sau : øTb = a°bˆ với mọi số thực a, ö > 0. 

14) Tập hợp các số thực có dạng a + bÝ3 (a, b € Z) với 
phép cộng. 

15` Tập hợp các số thực có dạng a + bý3 (a.b€Q và 
aˆ` + ðˆ` + (0ì với phép nhân. 

16) Tạp hợp các s phức có dang ø +öi(a,b € Z2) với phép cộng. 

17) Tập hợp các vectơ n chiều của không gian R” với phép 
cộng vectơ. 

18) Tập hợp các ma trận vuông cấp n với phép cộng ma trận. 

198! Tập hợp các ma trận vuöng cấp n không suy biến với 
phép nhân ma trận. 

20! Tập hợp các ma trận vuông cấp n cố định thức bàng l 
với phép nhân ma trận 


21) Tập hợp các ma trân vuông cấp nø có định thức bằng 
+l với phép nhân ma trận. 

22: Tập hợp các đa thúc ‹có hệ sô thực! với phép cộng các 
đa thức 

28: Tập hợp gồm đa thức 0 và các đa thức cơ bậc khỏng 
quá z » là một sẽ nguyên. n > 0, cho trước: với phép cộng 
các đa thức. 
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3. Chứng minh rằng mọi nửa nhớm khác rỗng hữu hạn x 
là một nhớm nếu và chỉ nếu luật giản ước thực hiện được với 
mọi phần tử của X. 


4.,Cho X là một tập hợp tùy ý. Kí hiệu Hom (X, 4) là tập 
hợp các ánh xạ từ X đến X. Với phép nhân ánh xạ Hom (X, Ä) 
có lập thành một nhớm hay không ? Chứng minh ràng bộ phận 
S(X) của Hom (X, X) gồm các song ánh từ X đến X là một 
nhớm với phép nhân ánh xạ. Hãy tìm cấp của S(X) trong trường 
hợp X có n phần tử. 


ð. Cho X là một nhóm với đơn vị là e. Chứng minh rằng 
nếu với mọi a € Ä ta có ø” = e, thì X là aben. 
6. Cho một họ những nhóm (X,)„ œ ; mà các phép toán đều 


kí hiệu bàng dấu nhân. Chứng minh rằng tập hợp tích đề các 
H X_ với phép toán xác dịnh như sau : 
kh -1ị 


(x„)„ €ï' ml» c¡i” (X„Y„)„ cí 
là một nhóm (gọi là ¡ch các nhóm *.). 
7. Cho X là một tập hợp khác rỗng cùng với một phép toán 
hai ngôi kết hợp trong X, ø là một phần tử của X. Kí hiệu 
adX={[ax|xe€xX}, 
Xa = {xa| x€ X}. 
Chứng minh X là một nhớm khi và chỉ khi với mọi a 6€ X 
ta có œoÄX = Xa = X. 
8. Chứng minh rằng mọi bộ phận khác rỗng ổn định. của 
một nhớm hữu hạn X là một nhớm con của X. 
9. Trong các nhớm ở 2) nhóm nào là nhóm con của nhóm nào ? 


10. Chứng minh rằng trong nhớm cộng các số nguyên Z, 
một bộ phận Á của Z là một nhơm con của Z nếu và chỉ nếu 
A có dạng m2, m € Z. 

I1. Trong nhớm các phép thế S„, chứng minh rằng các phép 
thế sau : e, a = (12) (34), b = (1 3) (2 4) và c = (l 4) (2 83) 
thành lập một nhóm con của 8 ¿- Nhóm con đó cố aben không ? 

12. Cho Y là một bộ phận của một tập hợp Ä. Chứng mịnh 
rằng bộ phận S/X, Y) của S/X) gồm các song ánh f : X _. y 
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sao cho fVY` = Y là một nhóm con của S/X/; (bài tập 4). Tìm 
số phần tử của S⁄X_ Vj trong trường hợp X cơ n phần tử và 
Y có một phần từ. 


13. Cho A và Ö là hai bộ phận của một nhớm X. Ta định 

nghĩa 
AB =[ablaoGA,b€B}) 
A={al|laeA} 

Chửng minh các đẳng thức sau đây : 

aì 44B; C = A:BC:!. 

bì (A11 

cì (AB) Ì =B '! AT 

dì Nếu A là một nhóớm con của X thì A Ì = A. 

14. Cho X là mộc nhóm và Á là một bộ phận khác rồng của X. 
Chứng minh 4 là nhớm con của X khi và chỉ khi AA Ì = A. 

lã. Cho A là một nhớm con của nhóm X và a € X. Chứng 
mình œ4 là nhóm con của X khi và chỉ khi a £ .1. 

16. Trong một nhơm X chứng mỉnh ràng nhơm con sinh ra 


bởi bộ phận @Ø là nhơm con tầm thường {cƒ) e là phần tử trung 
lập của X. 

17. Giả sử S là một bộ phận khác rồng của một nhơm X. 
Chửng minh rằng các phần tử của nhóm con sinh ra bởi Š là 
các phần tử có dạng xxx, x„ với các x,.... x„ thuộc S hoặc 


Ả. - 


S”Ì Tìm nhóm con của nhớm nhân các số hữu tỉ dương sinh 
ra bởi bộ phân các số nguyên tổ. 

18. Chứng minh rằng mọi nhóm con của một nhóm xvclic 
là một nhóm xrvelic 

19. Cho XÝ là mội nhöm với phần từ đơn vị là ©, ao € Ä có 
cấp là n. Chưng mình rằng œ° = e khi và chỉ khi & chia hết 
cho r. 

Ø0. Cho œ. ° là hai phần tử tùy ýÝ của một nhóm. Chứng 
minh ø° và ba cö cùng câp 


Là 


21. Giả sử X là một nhớm xyclic cấp n và a œ X là một 
phần tử sinh của nơ. Xét phần tử ò = œ”. Chứng minh rằng : 

a) Cấp của b bằng ní/d, ở đây ở là UCLN của & và n. 

b) ö là phần tử sinh của X khi và chỉ khi & nguyên tố với 
n (từ đó suy ra số phần tử sinh của 3). 

22. Giả sử a, b là hai phần tử của một nhóm, và giả sử ta 
có cấp của ø bằng r, cấp của b bằng s, với r, s nguyên. tố cùng 
nhau, và thêm nữa ab = bø. Chứng minh cấp của øb bằng rs. 

23. Chứng minh rằng mọi nhóm cấp vô hạn đều có vô hạn 
nhớm con. 


24. Cho X và Y là những nhóm xyclic có cấp là m và n. 
Chứng minh rằng X x Y là một nhớm xyclie khi và chỉ khi m 
và n nguyên tố cùng nhau. 


35. Cho A là một nhóm con của một nhóm Ä. Giả sử tập 
hợp thương X/A có hai phần tử. Chứng minh A là chuẩn tắc. 

26. Trong nhóm các phép thế S,, bộ phận A, gồm các phép 
thế chẵn là nhóm con chuẩn tắc của S„. 


27. Giả sử X là một nhớm xyclic vô hạn, và ø € X là một 
phần tử sinh. Gọi A là nhớm con của X sinh ra bởi ø”. Chứng 
mính rằng các lớp trái của A bằng các lớp phải của AÁ và số 
các lớp đó bằng 8. 

28. Giả sử ÄX là một nhóm, ta gọi là êm của X bộ phận 

CŒ) = {a € XÌ axz = xe với mọi x € X}. 

Chứng minh rằng C(X) là một nhóm con giao hoán của Ä 
và mọi nhóm con của C(XY) là một nhóm con chuẩn tắc của X. 

29. Tìm tất cà các nhóm con và nhớm con chuẩn tắc của 
nhớm các phép thế S¿. 

30. Giá sử X là một nhóm, x và y là hai phần tử của X. Ta 
gọi là hoán fử của x và y phần tử xyx ly Chứng mỉnh rằng 
nhóm con A sinh ra bởi tập hợp các hoán tử của tất cả các 


cập phần tử +, y của X là một nhóm con chuẩn tắc của X gọi 
là nhóm các hoán tử, và nhớm thương X/A là aben. 


+2 


đl. Chứng minh rằng muốn cho một nhớm thương X/H của 
một nhóm X là aben, áất có và đủ là nhóm con chuẩn tấc H 
chứa nhớơm các hoán tử của X. 


32. Tìm nhớm các hoán tử của Sy 


33. Chứng minh rằng mọi nhớm có cấp bé hơn hoặc bằng 5 
là aben. 


34. Hãy tìm các nhớm thương của 


a) Nhóm cộng các số nguyên là bội của 3 trên nhóm con 
các số nguyên là bội của 15. 


bè Nhớm cộng các số nguyên là bội của 4 trên nhóm con 
các số nguyên là bội của 24. 


©ì Nhóm nhân các số thực khác 0 trên nhóm con các số 
thực dương. 


3õ. Cho Ð là tập hợp các đường thẳng A trong mặt phẳng có 
phương trỉnh là y = ax + b (a z Ø0, b l những số thực). Ảnh xạ 
DxD=D 
(Ai; A¿) Ái 
trong đó A,, A„, A; lần lượt có các phương trình là 
y= qx +Ði, y = ax +Ò., y = aœx + (bị + b,) xác định 
một phép toán hai ngôi trong D. 
a) Chứng minh D là một nhớm với phép toán trên 
b Ánh xạ 
@:D>R 
A¬ơqd 
trong đơ R` là nhóm nhân các số thực khác Ô và A là đường 
thẳng có phương trình y = ax + b là một đồng cấu. 
c) Xác định Kerg. 
36. Cho G¡. G„ là những nhóm với đơn vị theo thứ tự là e, 
e, và GŒ là nhóm tích G, x G; tài tập 6), A và B là các bộ 
phận GŒ, x te;!. (e,` x G; của G Xét các ánh xạ 
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Pị: G8 >Q(\ 


(ị, %2) > xi 


P„:GŒÓG, 
Œị, X2) P* x; 
q: Gị >G 


ii: S2) 
q; : G; —= G 
*;¿ "> (6t, X2) 
a) Chứng minh p,, p; là những toàn cấu. Xác định Ker p, 
và Ker p¿. 
b) Chứng minh qy, g; là những đơn cấu. Xác định Img; và 
Img,. Từ đó suy ra G, đẳng cấu với A, và G, đẳng cấu với Ö. 
cì Chứng minh AÁ và B là những nhóm con chuẩn tắc và 
AB = BA = G. 
37. Chúng minh rằng mọi nhóm xyclic hữu hạn cấp n đều 
đẳng cấu với nhau (đẳng cấu với nhóm cộng các số nguyên mod n). 
38. Chứng minh rằng mọi nhóm xyclic vô hạn đều đẳng cấu 
với nhau (đẳng cấu với nhóm cộng các số nguyên Z). 
39. Giả sử X là một nhóm và Y là một tập hợp được trang 
bị một phép toán. Giả sử có một. song ánh 
ƒ:X¬Y 
thỏa mãn tính chất ffab) = ƒíœJƒffb) với mọi a, b € X: Chứng 
minh Y cùng với phép toán đã cho trong Y là một nhóm ; thêm 
nữa là aben nếu X aben, là xyclic nếu X xyclie. 


40. Cho X và Y là hai nhóm xyclic có các phần tử sinh theo 
thứ tự là x và y và có cấp là s và ứ. 
a) Chứng minh rằng quy tấc ø cho tương ứng với phần tử 


z“ € X phần tử @'J“ € Y, trong đơ # là một số tự nhiên khác 
0 cho trước, là một đồng cấu khi và chỉ khi sẻ là bội của ¿. 


bì Nếu sk = mứ và ø là đẳng cấu thì (s, m) = 1 
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41. Cho X là một nhóm giao hoán. Chứng minh rằng ánh 
xa 


p£t:X>xX 
a => aỄ 
với # là một số nguyên cho trước. là một đồng cấu. 
Xác định Ker g. 
4?. Cho X là một nhơm. Ánh xa 
£:XZ—-=*X 
ae>a 
là một tự đẳng cấu của nhóm X khi và chỉ khi X là aben. 
43. Cho X là một nhóm Chứng minh rằng tập hợp các tự 
đăng cấu của X cùng với phép nhân ánh xạ là một nhóm. 
44. Giả sử X  G,. G, là những nhơm, G =Œ, x G; tà 
ƒ:X— G,g:X—~€G, là những ảnh xạ. Xết ánh xạ 
Àk:X->G 
x — h) = Œ). øŒ)} 
Chứng minh rằng Àh là một đồng cấu khi và chỉ khi ƒ và ø£ 
l những đồng cấu. 
45. Trong tập hợp X = ZỶ. với Z là tập hợp các số nguyên. 
ta xác định một phép toán hai ngôi như sau : 
(Èịạ. &-. š;)Œ,. È;. ) = (k, + CIh, *., +, Ấy + dì 
aì Chứng minh rằng Ä cùng với phép toản đö là một nhơm. 
b‹ Chứng mỉnh rằng nhơm con .Á sinh ra bởi phần rừ +1, Ù. ỜI 
là chuẩn tắc 
c¡ Chứng minh ràng nhóm thương X4 đảng cấu với nhơm 
cộng các sô phúc cổ dạng œ + öi với a b € Z 
46. Chứng mình rằng - 
ai Nhém cệng các sẽ thực đẳng cấu với nhóm nhân các sô 
thực đương 


G1 


b) Nhóm cộng các số phức có dạng ø + b¿ với a, 6 nguyên 
đẳng cấu với nhớm tích Z x Z trong đó Z là nhóm cộng các 
số nguyên. 


47. Cho X là một nhóm. Với mỗi phần tử ø € X ta xét ánh xạ 
ƒ„:c<.x 


x>d lrạ, 


a) Chứng minh ƒ, là một tự đẳng cấu của X, gọi là tự đẳng 
cếu trong xác định bởi phần tử a. 


b) Chứng minh các tự đẳng cấu trong lập thành một nhóm 
con của nhóm các tự đẳng cấu của X (bài tập 43). 


c)ì Chứng minh một nhóm con H của X là chuẩn tắc nếu và 
chỉ nếu ƒ (ii) = H với mọi tự đẳng cấu trong ƒ„ của X. VÌ lí 
do đó, các nhóm con chuẩn tắc cũng còn gọi là các nhóm con 
bát biến. 


d) Chứng minh ánh xạ ø —>ƒ, là một đồng cấu từ nhớm X 


đến nhóm các tự đẳng cấu trong của X và hạt nhân của đẳng 
cấu đó là tâm C(X) (bài tập 28) của XÓ, 


c) Chứng minh X/C(Ä; đẳng cấu với nhóm các tự đẳng cấu 
trong của 


48. Chứng minh rằng nếu ƒ : X + Y là một đồng cấu từ 
một nhớm hữu hạn X đến một nhóm Y thì 


a) Cấp của ø € X chia hết cho cấp của ƒ#œ/ 
b) Cấp của X chia hết cho cấp của ƒ#X'). 


49. Chứng minh ràng nhóm Y là ảnh đống cấu của một 
nhóm xyclic hữu hạn X khí và chỉ khi Y là nhóm xyciic uà cấp 
của nó chỉa hết cấp của X. 


50. Hãy tỉm tất cả các đồng cấu từ 
a) Một nhóm xyclic cấp n đến chính nó. 
b› Một nhóm xyclie cấp 6 đến một nhóm xyclie cấp ]8. 


©› Một nhơm xyclic cấp 18 đến một nhóm xyclic cấp 6. 
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ðl. Chứng minh rằng ngoài đồng cấu tầm thường ra thì 
không có một đồng cấu nào từ nhóm cộng các số hữu tỉ đến 
nhớm cộng các số nguyên. 

52. Giả sử C” là nhóm nhân các số phúc khác 0, Zƒ là tập 
hợp các số phức của C” nằm trên trực thực và trục ảo. Chứng 
mình rằng H là một nhóm con của C” và nhóm thương C°H 
đẳng cấu với nhớm nhân 7 các số phức có môđdun bằng Ì. 

53. Chứng minh rằng nhóm thương R/Z (R là nhóm cộng 
các số thực. Z là nhớm cộng các số nguyên) đẳng cấu với nhóm 
Ư thài tập 52). 

54. Gọi X là nhóm nhân các ma trận vuông cấp n không 
suy biến mà các phần tử là thực. Hay chứng minh 


a)ì Nhóm thương của ÄX trên nhớm con các ma trận có định 
thức hàng I đằng cấu với nhóm nhân các số thực khác 0. 


bì Nhóớm thương của X trên nhớm con các ma trận có định 
thúc hàng +l đẳng cấu với nhóm nhân các số thực dương. 

c`ì Nhóm thương của X trên nhóm con các ma trận có định 
thức dương là một nhóm xyclic cấp hai. 

58. Giả sử X là một vị nhóm (nhân) sinh bời một phản tử 
a có cấn vô hạn, nghia là : 

Xe=:aoÌnecx: 

Chứng minh vị nhóm X (Định lí !?7\ là nhóm và các phần 

tử của X là... a °*.a ˆ,aÌ a? aÌ a ,d .. nghìa là 


ˆ 


X=XUi¡a'a~ a`,.. 


CHƯƠNG THỊ 


VÀNH VÀ TRƯỜNG 


§I. VÀNH VÀ MIỀN NGUYÊN 


1. Vành 


Định nghía 1. Ta gọi là uờnh một tập hợp X cùng với hai 
phép toán hai ngôi đã cho trong X kí hiệu theo thứ tự bằng 
các dấu + và. người ta thường bí hiệu như 0uậy) và gọi là 
phép cộng và phép nhân sao cho các điều kiện sau thỏa mãn : 

1) ⁄ cùng với phép cộng là một nhóm aben. 

2) X cùng với phép nhân là một nửa nhóm. 

3) Phép nhân phân phối đối với phép cộng : với các phần 
tử tùy ý +, y, z € X ta có 

xíy + z) = xy + 1z, 
(y + zìx = yx + Z4. 

Phần tử trung lập của phép cộng thì kí hiệu là 0 và gọi là 
phần tử khỏng. Phần tử đổi xứng (đối với phép cộng) của một 
phần tử z thi kí hiệu là -x và gọi là đối của z. Nếu phép nhân 
là giao hoán thì ta bảo uành X là giao hoán. Nếu phép nhân 
có phấn tử trung lập thì phần tử đó gọi là phản fử đơn uị của 
⁄X và thường kí hiệu là e hay 1 (nếu không có sự nhầm lẫn). 

Vị dự. 1) Tập hợp Z các số nguyên cùng với phép cộng và 
phép nhân thông thường là một vành giao hoán có đơn vị gọi 
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là vành các sò nguyên Tạ cũng có vành các sö hữu tỉ, các sở 
thực. các số phức (các phép toán vẫn là phép cộng và phép 
nhân thông thường: 

2ì Tập hợp ZnZ các số nguyên mod ñ cùng với phép cộng 
và phép nhân các số nguyên mod n (ch HH. $1, bài tập 2! và 
ch lÍ. §2. 3. vị dụ: là một vành giao hoán có đơn vị, gọi là 
tùnh cúc sô nguyên mod n. 


3t Tập hợp các ma trận vuông cấp nn >]. trới các phần 
tử là thực chẳng hạn! cùng với phép cộng và phép nhân ma 
trận là một vành cơ đơn vị Vành này không giao hoán. 

$4: Tập hợp các sô nguyên là bội của một số nguyên n > Ì 
cho trước Ìà một vành với phép cộng và phép nhân thông thường. 
Vành này là giao hoán nhưng không có đơn vì. 


3ì Tập hợp các ma trận vuông cấp n > Ì có dạng 


lữ G.. t„ 
009.9 
lo 0 090 


trong đó các s là những sô thực. cùng với phép cộng và phép 
nhân ma trận là một vành Vành này không giao hoán. khêng 
6 đơn vị 

6! Giá sư X là một nhơm giao hoản mà phép toán ki hiểu 
bảng đâu cộng - Tập hợp E các tự đồng câu từ X đến X đưzc 
trang bị hai phép toán kết hợp : một mật. phéy toán cêng 
f.ø —fƒ+ø f/+*z x =Ê#x ~zx với mọi r CÁ R5iền cho 
£ là mệt nhằm cộng ciaa hoan (phân tư không Và án › 
xác định bởi Út = 0Ö với mời x € X phần rừ đải của Ý là ánh 
xạ -ƒ xac đ:ịnh hởi :-r*x = I9! với mọi rL € ÄÝ' : mặt khác 
phép toán chân /z‹: 72 lạ cc tý T AỰ/ = đ ~ hệ và ƒg Tìm 
=ƒg - f#Ơ Thì: vậy. z£ ~ hƒ-“x. = £ : 
~*Ƒxi = ZØ >š ^~ #8 ÈX # 


+h¿ir CS ~%x =/ể£x*x ~ƒ8x i1 ~ƒR1 = 
= ÿ# — 5 1 Vậy Ễ cùng với hai phép toán đc là mệt vành 
goi là cửnÃÀ các 2H đồng cấy ca thêm X Vành này cá đẹn vì 


đó là ánh xạ đồng nhất của X, nhưng không giao hoán nếu Ä 
có quá 2 phần tử. 


Ngoài các tính chất là một nhóm cộng giao hoán và một 
nửa nhóm nhân, một vành còn có một số tính chất suy ra từ 
luật phân phối. 


Định lí 1. Cho X là một uờnh. Với mọi x, y, 2z € X tạ tó : 
() xÉy - z) = xy - 1z, (y ~ Z)X = ÿyX - ZX. 

_Ò 0x = x0 = 0. 

(ii) x(y) = (x)y = -xy, (Cx)(-y) = xy. 

Chứng minh. (D Theo luật phân phối ta có xy = x(Œ ~ 2) † z) = 


= xÍy - z).-†+ xz. Ta suy ra xíy - z) = xy ~ +z. Dẳng thức thứ 
hai chứng mính cũng tương tự. 

( Theo () ta có Úx = (y - y)x = ÿyx - yx = Ö = xỳy ¬ xy 
= xÍy - y) = +0. 

(ii Từ @) và ñ) ta được x(-y) = x(0 - y) = x0 ¬ xy = 
= 0 ~ xy = ~xy = Ủy - xy = (0 - x)y = (-x}y , ta suy ra 
(x)(-y) = xy. Đặc biệt, với mọi số nguyên ø > 0, ta được 
(~-x)" = x° nếu n chăn, và (-x)” = -xz” nếu n lẻ. 

Từ (ii) ta suy ra nếu vành ÄX có đơn vị và có nhiều hơn một 
phần tử thì e z 0. 


2. Ước của không. Miền nguyên. 


Ở đây ta hãy tổng quát hóa khái niệm ước và bội ở trong 
vành các số nguyên. 

Định nghĩa 2. Già sử X là một vành giao hoán. Ta bảo một 
phần tử ø € X là ôi của một phần tử ö € X hay a chia hết 
cho ð, kí hiệu œ ¡ b, nếu có e € X sao cho ø = bc ; ta còn nói 
rằng ở là ước của œ hay b chia hết œ, kí hiệu ® |a. 

Như vậy theo định lÍ 1 (1Ð, mọi phần tử z € X là ước của 
0 ; nhưng do lạm dụng ngôn ngữ, người ta định nghĩa : 

Định nghĩa 3. Ta gọi là ước của 0 mọi phần tử œ z# Ø sao 
cho có bö # 0 thỏa mãn quan hệ aøb = 0. 
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Ta suy ra ngay từ định nghỉa ràng phần tử O và các ước 
của 0 khöng phải là chính quy. Trong một vành không có ước 
của 0, mọi phần từ khác 0 đếu là chính quy. Thật vậy, quan 
hệ ab = ac tương đương với quan hệ ø( - c/¡ = 0. 

Định nghĩa 4. Ta gọi là miền nguyên một vành có nhiều 
hơn một phần tử, giao hoán, có đơn vị, không có ước của Ó. 

Ví dụ : Vành các số nguyên Z là một miền nguyên. 


3. Vành con 


Dịnh nghĩa 5ã. Già xử X là một vành, 4i là một bộ 
phân của X ổn định đối với hai phép toán trong X nghĩa là 
x +y CA tà y € A với mọi r y € Á A là một Lành con 
của vành X nếu A cùng với hai phép toán cảm sinh trên z1 là 
rmoột vành. 

Định lí 2. Giá sử A là một bộ phản khác rỗng của mọi 
cành ÄX Các diều kiện sau đây là tương đương - 

a: A là một cùnh con của ÄX 

b, Với mọi r. vy € 4. x + y € Á xy CÁ nrCA 

c:¡ Với mọi 1 vs € 4Á r- vy €À xố € A 

Chứng minh, a' kéo theo bì Vị 4 là một vành con cho nên 
ta cú ngay x ‡+sv và xry thuộc À với mọi rv € Á_ Mật khác vì 
À là một vành nên nó là một nhóm đối với phép cộng, ta suy 
ra -x €Œ ¿1 vỚới mọi 1 € 44 (ch Ï1. §22, định lí 7). 


bì kéo theo c! theo (ch LÍ, §2. ?, hệ quả của định lí 7). 

c)ì kéo theo a!. Trước hết ta chú ý rằng các phép toán cảm 
sinh trên .1 cũng cơ tỉnh chất kết hợp và phân phối. Do đó 
cùng với hệ quả của định lí 7 (ch IL §2, 2) ta có 4 là một 
vành con của X 

ïñ dư. lì Bộ phân (0} chỉ gồm có phẩn từ không và bộ 
phận X là hai vành con của vành X. 

3) Bô phận mZ gồm các số nguyên là bội của một số nguyên 
m cho triợc là mết vành con của vành các số nguyên Z 
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Định lÍ 3. Giao củc một họ bất kì những oành con của một 
Uònh X.ià một 0uành con của Ä. 


Chứng mình tương tự như trong nhớm. 


Giả sử Ù là một bộ phận của một vành X. Thế thì Ư chứa 
trong Ít nhất một vành con của X, cụ thể X. Theo định lí 3, 
giao A của tất cả các vành con của X chứa là một vành: con 
của X chứa U, vành con này gọi là uờnh con của X sinh ra 
bởi Ù. 


4. liêan và vành thương 


Định nghĩa 6. Ta gọi là ¿đêan trới (tđếan phải) của một 
vành X, một vành con Á của ÃX thóa mãn điểu kiện 1z € Ả 
(ax € A) với mọi œ € A và mọi x € X. Một vành con Á của 
`một vành X gọi là một ¡đéøn của X nếu và chỉ nếu A vừa là 
iđêan trái vừa là iđêan phải của X. 

Từ định nghĩa ta suy ra ngay tức khắc 


Định lí 4. Một bộ phận A khác rồng của một vành X là 
một iđêan của X nếu và chỉ nếu các điều kiện sau thỏa mãn : 

l)œ ~ bồ ŒA với mọi d, bô € A. 

2) xa € A và ax € Á với mọi a € A và mọi x € X. 

Ví dụ. 1) Bộ phận {0} và bộ phận X là hai iđêan của vành X. 

2) Bộ phận m2 gồm các số nguyên là bội của một số nguyên 
m cho trước là một iđêan của vành các số nguyên Z. 


Định lí ð. Giao của một họ bốt kì những iđêan của một 
Uuành X là một tđêan của X, 


Chứng minh tương tự như định lí 3. 


Giả sử Ư là một bộ phận của một vành X. Thế thì U chứa 
trong nó ít nhất một iđêan của X, cụ thể X. Theo định lí 5, 
giao A của tất cả các iđêan của X chứa là một iđêan của X 
chứa Ủ, iđêan này gọi là iđéœn sinh ra bởi  ; nếu U = 
= (ai, đ.,.., đ„} th A gọi là iđêan sinh ra bởi các phần tử 
_đy, đ, .., œ„. lđêan sinh ra bởi một phần tử gọi là ¿déan chính.. 


M 
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Định H 6. Gửi sử X là một dành giao hoán có đơn uị uà 
dạ, G.,..,d. € X Bộ phận A của Ä gồm các phần từ có dạng 
T1 † 1⁄2, +... + ga. DỐI xì 1,,.. xạ C XÃ là tdêon của X 
sinh ra bởi œ,, G..... d.. 
Chứng mình, GIÁ sử &a =x,a, +_. +x d0 = yọaa +... +y„a„ là 
hai phần tử tùy ý thuộc A và x là một phần tử tùy ý thuộc 
X Ta có 

& T6 = Giai + #1) — Om, + Ê /0,) = 

ni _ỹ 4) kể an G20, — y„e„) = 

Œị ~ v0 + + 6, — y2, € A; 


Ta = Œx = XẠI@ +... † 1,0) = trai † .. + na, C A 
Vậy A là một iđêan của Ä_ A chứa các q, với ¡ = 1.,2....n., 


= Úu +... + la +... +0Óa,, ¡ = 1,2,...n. 

Caối cùng mọi iđêan chứa a,.. ad, thì cũng chứa 
Sự -—¬ 1„a„ với z,.. r, C X và do đó chứa rg, +... + 1ud,. 
Kết luận A là giao của tất cả các iđôan chứa {ơ,,.. a„ } tức 
là iđêan sinh ra bởi ai, đ..... a„. M 


Từ định nghia ta cũng suy ra ngay 

Dịnh lí 7. Nếu X là một cành có đơn 0ị tà nếu A là một 
uiênn của X chứa đơn vị của X thì ta có A = X 

Bây giờ ta hãy xét một iđêan Á tùy ý của một vành đã cho 
Z Vì A là một nhóm con của nhớm aben cộng của X, nhóm 
thương X/A là một nhớm aben hoàn toàn xác định theo (ch H, 
$2, 3). Các phần từ của X/A là các lớp khác nhau x + A của 
AÁ trong X. Ta hãy trang bị cho ÄX/A một phép toán nhân để 
nó trở thành một vành. 

Định lí 8. Nếu A là một idênA của uành X, thì : 

(ì Láp xy + A chỉ phụ thuộc ào các lớp x + A'oà y + Á 
mà không phụ thuộc ào sư lựa chọn của các phần từ x, y từ 
các lớp đẻ. 
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GÌ) ÄX/A cùng uới hai phép toán 
_ W+A,y+A)—>x+y+A 
(x+A, y+A) —xy + A 
là một uành gọi là uành thương của X trên A. 

Chứng mình. (¡) Giả sử x' + A = x +A và y`+ A =y+A, 

Vậy z'¬ x=a GA và y`- y =b€ŒA, hay 1x =1+†+g 
bà y` = y +b. 

_Do đó xz'y' = (x + a)y + b) = xy + ay + xb + dò. Vì A là 
một iđêan, nên từ ø, b € A ta suy ra ay, xb, ab € Á vậy 
xy'+A = xy + A. Ta kí hiệu (x + A)y + A) = xy + A. Như 
vậy ngoài phép cộng (x + A) + (y + A) = x+y +A trong Ä/A, 
ta có phép nhân xác định bởi + + A)đ + A) = 1y + A. 

(ii) Phép nhân trong X/A rõ ràng là kết hợp do tính kết hợp 
của phép nhân trong ÄX. Ngoài ra ta cũng cố luật phân phối. 
Vậy X/A là một vành. Nếu X là giao hoán thì X/A cũng giao 
hoán. Nếu X có đơn vị 1 thì 1 + A là đơn vị của X/A. 


Ví dụ. Vành thương của Z trên iđêan n%Z gọi là vành các 


số nguyên mod n. Phép cộng và phép nhân trong Z/n2 xác 
định bởi 


(x + nZ) + (y + nZ) = x + y +nZ 
(x + nZ)(y + nữ) = xy + nZ 


Kí hiệu z + nZ bàng + và lấy n = 4 ta có bảng cộng và bảng 
nhân của Z/4Z như sau : 


5. Đồng cấu 


Định nghĩa 7. Một dòng cứu (uành/ là một ảnh xạ từ một 
vành X đến một vành YV sao cho 


fa + b) = ffq) + ft) 
ffab) = fftaff) 
với mợi a Ù € X Nếu X = Y chỉ đồng cấu f gọi là một tự đồng 
cấu của X 
Ta cũng định nghia đơn cấu, toàn-cấu, đẳng cấu tương tự 
như đa định nghĩa trong nhóm. 


Ví dụ. 1) Giả sử A là một vành con của một vành X_ Đơn 
'ảnh chính tắc 


A>* 
ae>d 
là một đồng cấu gọi là đơn cấu chỉnh tác. 

?ì Ảnh xạ đồng nhất của một vành X là một đồng cấu gọi 
là tự đẳng cấu đồng nhất của X: 

3ì Giá sử A là một iđêan của một vành X. Ánh xạ . 

hù: X¬XA 
r>r+1*#A 
là một đồng cấu tù vành X đến vành thương X/Á. Đồng cấu này 
còa là toàn cấu. gọi là toàn cấu chỉnh tắc. 

1ì Giá sử X và Y là bai vành ánh xạ 

x¬yY 

x0 
với 0 là phần tử khòng của Ý là một đồng cấu gọi là đồng cấu 
không. 

Dưới đây chúng ta hãy đưa ra các định lí tương tự như trong 
nhóm mà việc chứng ruinh. hoặc tương tự hoặc áp dụng các 
kết quả trong nhóm. xin nhường cho độc giả. 

Định lí 9. G:c sử X. Y. Z ià những tùnh. ƒ : X — Y rà 
# : Y >Z :à rầztg dồng cấu. Thể thi tích ónh xạ 
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gƒ : X —Z 


cũng là một đồng cấu. Đặc biệt tích của hai dâng cấu là một 
đẳng cấu. 


Định lÍ 10. Giả sứ ƒ: X ~— Y là một đồng cốu từ một uành 
ÄX đến một uành Y. Thế thì : 


@) Ø0) = 0 
(Ù ƒx) = -ƒf) uới mọi x € X. 


Định lí 11. Giả sử ƒ : X —= Y lò một đồng cổu từ một 0ành 
X đến một ouành ŸY, A là một uành con của ÄX uà B là một 
tđêan của Y. Thể thì : 


(ñ) /(A) là một uành con của Y. 
ti) ƒ XB) lờ một iđêếan của X. 


Hệ quả. Giỏ sử ƒ : X —> Y là một đồng cấu từ một uùnh 
X đến một uành Y. Thể thì Imƒ là một uành con của Y uà Kerƒ 
là một tđêun của Ä. 


Định lÍ 12. Giỏ sử ƒ: X —> Y là một đồng cấu từ một uành 
ÄX đến một uùành Y. Thế thì : 


() ƒ là một toàn ánh nếu uà chỉ nếu Imƒ = Y. : 
: ạ 
() ƒ là một đơn ánh nếu 0uờè chỉ nếu Rerƒf = {0). —, 


Định lÍ 18. Giả sử ƒ : X — Y là một dồng cốu từ một uành 
ÄX đến một uành Y, p : X —> XfKerƒ là toàn cấu chính tác (uí 
dụ 3) từ uành X đến uành thương của X trên Kerf. 


Thế thì : 
() Có một đồng cấu duy nhất : ƒ : X/Kerƒ — Y sao cho tam giúc 


f 
X——¬Y 


N Ð 
p\ƒ 
X/Kerf 
là giao hoán. 


() Đồng cốu ƒ là một dơn cấu uà Im ƒ = ffX). 
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Hệ quả. Với mọi đồng cấu ƒ : X — Y từ một oành X dến 
một oànÀh Y, ta có 


fX) = XiKeyý 


BÀI TẬP 
1. Chứng mình các tập hợp sau đây với phép cộng và phép 
nhân các số lập thành một vành : 
aì Tập hợp các số có dạng a + b V2 với o, b € Z. 
b} Tập hợp các số phức “có dạng a + bi với da, b € Z2. 
Chứng minh các vành đó giao hoán có đơn vị. 
#. Chứng mình tập hợp các ma trận vuông cấp n với các 


phần từ là những số nguyên làm thành một vành với phép cộng 
và phép nhân ma trận. 


3. Chứng minh tập hợp các đa thức của z với hệ số nguyên 
làm thành một vành với phép cộng và phép nhân đa thức. 


4. Giả sử đã cho trong một tập hợp Ä hai phép toán cộng 
và nhân sao cho : l` X cùng với phép cộng Ìà một nhóm ; 2) 
ÄX cùng với phép nhân là một vị nhóm ; 3ì phép nhân phán 
phối đối với phép công. Chứng minh X là một vành. 


5. Tìm các ước của không trong vành Z⁄6Z. 


6. Chứng minh Zn2Z (n £ 0` là một miền nguyên khi và 
chỉ khi n là nguyên tố. 

ï. Chứng minh tập hợp ÄX = Z x Z cùng với hai phép toán 

tœ;. ð;) + (a., 6.) = {(g +a., 6, +.) 
tay. #(Ìđ2, 6y) = (4,42, b¡È) 

là một vành giao hoán. có đơn vị Hãy tìm tất cả các ước của 
không của vành này. 

8. Giả sử X là một vành có tỉnh chất sau đây : 

x =rvới mọi x €© ÄZ 


8? 


Chứng minh rằng 


a) x = ~xz với mọi x € X. 
b) X là vành giao hoán. 


e) Nếu X là vành không có ước của 0, có nhiều hơn một 
phần tử, thì X là miền nguyên. 


9. Các vành ở các bài tập 1), 2), 3) là những vành con của 
những vành nào ? 


10. Cho X là một vành tùy ý, A và B là hai iđêan của Ä. 
Chứng minh rằng bộ phận 


A+B={lae+b|la€A,bCB) 
là một iđêan của X. 
11. Cho X là một vành tùy ý, n là một số nguyên cho trước. 
Chứng minh bộ phận 
A = {z€X| nx = 0} 
là một iđêan của 3. 
12. Cho X Ìà một vành tùy ý, a € X. Chứng minh rằng bộ phận 
aX = {ax | x € X) 
là một iđêan phải của X, và bộ phận 
Xa = {xa | x € X) 
là một iđêan trái của X. 


18. Giả sử X là một miền nguyên và ? là cấp (ch II, § 2, 
2, định nghĩa 5) của phần tử đơn vị e. Chứng minh 


a) n là một số nguyên tố. 
b) Mọi phần tử khác không xz € X có cấp ñ. 
c) Bộ phận 
mX = [mx | x € Xì, 
với m là một số nguyên cho trước, là một iđêan của X. 
d) XimX = X nếu m là bội của n, 
ÄX/mX = {0} nếu m không phải là bội của n. 
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14. Giả sừ X là một vành giao hoán, có đơn vị. Một iđêan 
Á # À của X gọi là idêan tối đại nếu và chỉ nếu các iđêan 
của X chứa A chính là X và bản thân A. Một iđean P # X của 
X goi là iđêqn nguyén đố nếu và chỉ nếu với u, o ŒG X tích 
wc € P thì w € P hoặc v € P. Chứng mỉnh ràng : 


aì XP là miền nguyên khi và chỉ khi P là iđêan nguyên tố. 

bì X⁄A là trường (§2) khi và chỉ khi A là tối đại. 

lä. Giả sử A là một vành, 8 là một tập hợp có hai phép 
toán cộng và nhân, và /; A —> Ö là một song ánh thỏa mãn 

fa + by = ƒaì + fb) 
fab; = faifĐJ, 

với mọi a b € 4 

Chứng minh : aì P là một vành. 

bì Nếu 4 là vành giao hoán thì B cũng là vành giao hoán 

cì Nếu 4 là vành cơ đơn vị thì P cũng là vành có đơn vị. 

dì: Nếu 4 là touiến nguyên thì Ö cũng là miền nguyên 

16. Hãy tìm tất cả các tự đồng cấu của vành các số 
nguyền 

17. Giả sử ƒ : X —> X là một tự đồng cấu của vành X Chứng 
minh ràng tập hợp 

4 = {r€ XÌ ƒx. = xì 

là một vành con của ÄÃ 

18. Giá sử X là mốt vành tùy š. Z là vành các sô nguyên 
Äết tập hợp tích Ý x Z Trong X x Z ta dịnh nghĩa các phép 
toan như sau : 


(X.. ñ3.' ~ 11-, n9) ={ tr1I.,n 


yết n¬) 
đị. SỊi -- hại “ @ị XP RỊ g 9n xi. RỊ RỊ) 
a› Chỉng mình rằng XÃ x Z là một vành có đơn vị. 


bị Ảnh xã 


§9 


f: ÄX ¬—Xx7 
x mẮ, 0) 
là một đơn cấu. 


19. Cho A và B là hai vành tùy ý. Xét tập hợp tích đề các 
.X.=A x B. Trong X ta định nghĩa các phép toán 


(a, b) + (c, d) = (a +, b + d) 
(aq, b)(c, đ) = (ac, bd) 
Chứng minh : 
a) X là một vành. 


b) Các bộ phận Á = ((œ, 0 | œẲ€ A } và B = ((0,b)| b€B) 
là những vành con của X đẳng cấu theo thứ tự với A và B. 


c) A và E là hai iđêan của +z sao cho Á ñ B = {(0, 0)} và 
X=A +B (hài tập 10). 


d) Giả sử A và B là những vành có đơn vị, hây tìm các đơn 
vị của ÃXÓ A và B.: 
20. Giả sử X là một vành và a G X. Chứng miỉnh rằng : 
a) Ánh xạ 
h : XẦX 


4x h>rớữx 


là một đồng cấu (nhóm) từ nhóm cộng aben X đến nhóm cộng 
aben X4. 


b) Ánh xạ 
h: X¬E 
8  híaq) = h. 


là một đồng cấu từ vành X đến vành E các tự đồng cấu của 
nhóm cộng aben X (1, ví dụ 6). 


©) Tìm Kerh. Chứng minh ràng h là đơn cấu khi X có 
đơn vị. 


21. Giả sử X và Y là hai vành, ƒ ; X —> Y là một đồng cấu 
từ vành X đến vành Ÿ, A và B theo thứ tự là bai iđêan của 


90 ẩ s2 : 


là giao hoán, tức là ƒ p = pŸ 
Nếu ƒ là một toàn cấu thì ƒ có phải là một toàn cấu hay 
không ? 


§3 TRƯỜNG ˆ 


1. Trường 

Định nghĩa 1. Ta gọi là trường một miền nguyên X trong 
đó mợi phần từ khác không đều có một nghịch đảo trong vị 
nhóm nhân X Vậy một vành X giao hoán, có đơn vị, có nhiều 
hơn một phần từ là một trường nếu và chỉ nếu X - {0} là một 
nhóm đối với phép nhân của X. 

Vĩ dụ. Tập hợp Q các số hữu tỉ cùng với phép cộng và phép 
nhân các số là một trường. Ta cũng có trường số thực R và 
trường số phức ©. 


2. Trường con 

Định nghĩa ?. Giả sử X là một trường; A là một bộ phận 
của X ổn định đối với hai phép toán trong X A là một (rường 
con của trường ÄX nếu Á cùng với hai phép toán cảm sinh trên 
Á là một trường. 

Từ định nghia 2 và áp dụng hệ quả của định lí 7 trong 
(ch II, §2) cùng với định lÍ 2 ($1, 3) ta được 
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Định lÍ 1. Giả sử A là một bộ phận có nhiều hơn một phần 
tử của một trường X. Các điều kiện sau đây là tương đương -: 


a) A là một trường con của X. 


b) Với mọi x, y G A, x+y G A,xy GA, -x€A,zÌ€A 
nếu x z 0. 


c) Với mọi x, y € A, x¬ y GA, xyÌ€GŒA nếu y # Ô0. 


Ví dụ. 1) ÄX là trường con của trường X. Bộ phận {0} không 
phải là một trường con của X, vì theo định nghĩa một trường 
có Ít nhất hai phần tử. 


2) Trường số hữu tỉ Q là trường con của trường số thực R, 
bản thân R lại là trường con của trường số phức €. 


Coi một trường X như một vành, ta có thể đặt vấn đề xét 
các iđêan của X. Mặc dù một trường X có thể có nhiều trường 
con, nớ lại chỉ cớ hai iđêan tầm thường : X và {0}. Thực vậy, 
giả sử A là một iđêan của X và A = (0}. Vậy có một phần 
tử xz z 0 thuộc Á. Vì A là một iđêan nên x Ìx = 1 € A. Do 
đó Á = X (§1, 4, định lí 7). Vậy hạt nhân của mọi đồng cấu 

†:X¬>Y 
từ một trường X đến một trường Y chỉ có thể hoặc là {0} hoặc 


là X. Trong trường hợp Kerƒ = {0} thì ƒ là một đơn cấu ($l, 5, 
định lí 12), Ker£ = X thì ƒ là đồng cấu không. 


3. Trường các thương 


Giả sử ÄX là một miền nguyên. Theo định nghĩa, các phần 
tử khác 0 của X đều là chính quy, nhưng điều đó chưa đảm 
bảo chúng có nghịch đảo trong X, chẳng hạn trong vành các 
số nguyên Z chỉ trừ l và -1 có nghịch đảo trong Z còn các số 
khác thì không. Bây giờ ta đặt vấn đề nhúng X vào một trường 
Ä sao cho mọi phần tử khác 0 của X có nghịch đảo trong X. 
X là một miến nguyên nên X là một vị nhóm nhân giao hoán. 
Theo (ch H, §2, định lí 17) ta có thể nhúng X vào một vị 
nhốớm nhân giao hoán X sao cho mọi phần tử chính quy của X 
có nghịch đảo trong X. Nếu ta có thể trang bị cho X thêm 
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phép toán cộng để X là một trường thì vấn đề được giải quyết 
xong. Cụ thể ta có 

Định lí #. Giá sử X là một miền nguyên, Xˆ là bộ phân 
các phần tư khác 0 của X Có một trường X uà một đơn cẩu 
(uành) ƒ từ X đến X có các tỉnh chốt sau - 

19) Các phần tử của Ä có dạng f[aÿtbj Ì uới a € X, b G X'. 

2° Cáp ( ÄX, ƒ là duy nhất sai kém một dàng cấu, nghĩa 
là nếu có cập (Y, g) thỏa mãn diều kiện 19 thì có một dẳng 
cấu p : X —> Y sơo cho tam giác 

Ấp ¿ 
°P 
X 
6x. ÐP 
Y 
là giao hoán. 

Chứng mưnh, Vì X là một miền nguyên nên ÄX là một vị nhóm 
nhân giao hoán. Ta xây dựng vị nhóm nhân giao hoán X và 
ánh xạ ƒ như trong định lí 17 của (ch : › §2, 5). Bây giờ ta 
hãy xét hai phần tử x = (Œœ, b b) và y = (©, đ) tùy ý của X. 
Phần từ (œd + be, bđ) chỉ phụ thuộc vào x và y ; thật vậy 
giả sử x = (`, b}, vậy ab” = œÐb, ta suy ra (ad + bcjb'd = 
= (g'đ + b'c)bd, tức là (œd + bc, bđd) = (ad + bc, b'd). Tương 
tự đối với y. Ta thấy ngay rằng X cùng với phép cộng (+, y) 
—= 1x + y = (ad + bc, bd) là một nhóm giao hoán ; phần tử 
không là (0, 1) ; phần tử đối của x = (a, ö) là -x = (-a, Ð). 
Mặt Ì khác X cùng _v với phép nhân (Íx y} => xy = 
={a, a, b) (c, c, đ) = (ac, ac, bđì , như ta đã biết, là một vị nhóm giao 
hoán. Thêm nữa ta có thể thử để thấy phép nhân phân phối 
đối với phép cộng. \ Vậy X là một vành _giao hoán có đơn vị. Mọi 
phần từ x = (a, a, b) khác phần tử (0, 1 1), do đó a # 0, có 
nghịch đảo là x ˆ = (ồ,a) . Vậy X là một trường. Ánh xạ 
; X —X cho tương ứng với mỗi phẩn tử a G X phần tử 
(a, a, 1 € X cơ tính chất 


fa + b) = fía) + ffb) 
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ngoài các tính chất đã biết trong định H 17 của (ch H, §2, Š). 
Do đó ƒ là một đơn cấu (vành) từ X đến X.. Cặp (X, ƒ xây đựng 
như vậy có tính chất 1°. Cuối cùng giả sử (Y, ø) là cặp cũng 
thỏa mãn tính chất 1° của bài toán. Ánh xạ 
: p:X¬Y 
x = f(@)fJ) ` =» g(a)g(@j 1 
là một song ánh bảo tồn phép nhân : g(xy) = ít), như ta 
đã biết. Mặt khác ta cũng dễ dàng thử rằng 
gí + y) = pít) + @(y) với mọi +, y € X. 
Từ đó ẹ là một đẳng cấu và hiển nhiên ta có øg = Vƒ. 
Vì ƒ là một đơn cấu (vành) nên ta đồng nhất các phần tử 
œ € X với các phần tử ffa) € fX). Lúc đó mỗi phần tử x € X 
có thể viết dưới dạng œb Ì với a € X và b € X°. Ta còn kí 
hiệu phần tử œ6 Ì bằng z/b (ch II, §2, 1). Vậy ø = a/1 = qaöjb 
với mọi a € X và b € X”. Hai phần tử ø/b và c/d là bằng nhau 
khi và chỉ khi ađ = bc. Các quy tắc cộng và nhân là 
dí + cíd = (ad + bc)/bd 
(a/b)(c/d) = ac/bd. 


Đối của a/b là -a/b = a/-b. Nghịch đảo của d/b với œ # 0 
là b/œ. Ta thấy lại các quy tấc của số hữu tÌW 

Định nghía 3. Giả sử X là một miền nguyên, X là một 
trường. X gọi là một trường cóc thương của miền nguyên X nếu 
có một đơn cấu (vành) ƒ: X —> X sao cho cặp ( Ä, ƒØ thỏa 
mãn tính chất 1°) của định lí 2, 


Từ định nghia 3 và định lÍ 2 ta suy ra trường các thương 
của mọi miền nguyên tốn tại và xác định duy nhất (ly lai một 
đẳng cấu). 


Ví dự. Trường các thương của vành các số nguyên Z là 
trường các số hữu tỉ Q. 


BÀI TẬP 
1. Chứng minh mọi miển nguyên hữu bạn là một trường. 
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3. Chứng minh vành các số nguyên mod n là một trường 
khi và chỉ khi n là nguyên tố. 


3. Chứng minh rằng trường các số hữu tỉ không cú trường 


..„ $. Chứng minh rằng bộ phận 


4A ={a +bÝ2| a,b€O} là một trường con cùa trường 
số thực R. 


5. Chứng minh rằng bộ phận 


A={a+b ÄYä t+c Y4\ a,b,cco+} 
là một trường con của trường số thực R. 

6. Giả sử X là một trường, e là phần từ đơn vị của X. Xét 

bộ phận 
A = [ne | n G7) 

a) Chứng minh A là một vành con của vành X, A có phải 
là một miền nguyên không ? 

b) Chứng mỉnh A đẳng cấu với vành các số nguyên Z khi e 
có cấp vô hạn, và đẳng cấu với vành các số nguyên mod p khi 
e có cấp p. 

c) Trang trường hợp e có cấp p, hãy chứng mình A là một trường. 

7. Giả sù X là một trường, Y là một tập hợp đã cho cùng 
với hai phép toán cộng và nhân trong Ÿ, ƒ : X => Y là một 
song ánh từ X đến Ÿ thỏa mãn 

fa + b) 
fab) 


= f(a) + fbj) 
= f#aift) 
với mọi ø, b € X 
Chứng minh Y là một trường và X = Y 
6. Hay tìm : 
a) Các tự đồng cấu của trường các số hữu tỉ. 


b) Các tự đồng cấu của trường các số phức giữ nguyên các 
số thực. x 
e) Các tự đồng cấu của trường các số thực. 


8. Chứng minh rằng tập hợp các ma trận có dạng 


ga b|Ị. 
% dữ 
với œ, b là những số thực là một trường đối với phép cộng và 
phép nhân ma trận, trường này đẳng cấu với trường các số phức. 
10. Chứng minh rằng tập hợp các ma trận có dạng 
aœ b 
2b a 
với œ, b G Q là một trường (các phép toán vẫn là các phép cộng 
và nhân các ma trận) đẳng cấu với trường A ở bài tập 4. 
11. Tìm trường các thương của miền nguyên Á trong bài tập 6. 


12. Chứng mình rằng mọi trường đều có trường con bé nhất 
(quan hệ thứ tự là quan hệ bao hàm) đẳng cấu hoặc với trường 
số hữu tỉ, hoặc với trường các số nguyên mod p với p là một 
số nguyên tố (bài tập 11). 


13. Giả sử X là một trường, 4 là một vành con của vành X⁄. 


a) Chứng mình rằng nếu A có nhiều hơn một phẩn tử và A 
có đơn vị, thì phần tử đơn vị của A trùng với phần tử đơn vị 
của X, và lúc đó A là một miền nguyên. 


b) Giả sử A là miền nguyên. Chứng minh rằng bộ phận 
P= {ab | aøb€A,bz0} 
là một trường con của X và P là trường các thương của Á. 


©ì Chứng minh ràng P là trường con bé nhất trong các 
trường con của X chứa A. 

14. Giả sử p là một số nguyên tố. Chứng minh rằng tập hợp 
các số hữu tỉ có dạng m/n, trong đó n nguyên tố với p, là một 
miến nguyên. Tìm trường các thương của miền nguyên này. 
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CHƯƠNG ïTV 


VÀNH ĐA THỨC 


§1. VÀNH ĐA THỨÚC MỘT ẨN 


1. Vành đa thíc một ẩn 
Khái niệm đa thức là khái niệm mà ta đã làm quen ít nhiều 
ở phổ thông. Ta gọi là đa thức, một tổng có dạng 
"` tan 4+. tực 
trong đố các da, ¡ = 0,.... n. là những số thực và r là một chữ. 
Phép cộng và phép nhân đa thức là 
Œ, + ơi + .. + CS" † + b„ c§p 3#. 152 Y = 
da, +Ð, +.. +ịog +b„”h +b Vị”) +... +, 


m~i15 
(„ +a,x + ..+a„19)6, +bx +. +bz) = Í 


ah. ~ (a,b, - ab + + (®,b„ + đIÖy _ k?t^ 


~ a,b ywề +. + gø„brz””” trong đó ta giả sử n > m 


Ò đây chúng ta hãy định nghĩa đa thức một cách tổng quát 
hơn và chính xác hơn. Giả sử 4 là một vành giao hoán. có đơn 
vị kí hiệu là 1 Gọi P là tập hợp các dãy 

(G„. đ...... đ„.....) 


trong đó các ø, € 4 với mọi ¡ € Ñ và bằng Ô tất cả trừ một 
số hữu ban Như vậy P là một bộ phận của lũy thừa đề các ÁN 


7 #SÐ : 9? 


(ch I, §1, 15). Ta định nghĩa phép cộng và phép nhân trong P 
như sau 


(l) („đua đạc} + (Đụ ñgằ« B2.) = 


(đ, + bạ„ ø, + bị,... a„ + b 


` 
net) 


(2) (d„ eứi,..., đ„,..)(„ Đạo... Đạy..) = 


(tạ; Cs---; €ns--:) 
với 


cụ = đ/b, + ab,_¡ +... + gỗ, = À3 db, k = 0,1, 2,.. 


VÌ các ø, và ö, bằng 0 tất cả trừ một số hữu hạn nên các 
ø, + b, và c, cũng bằng 0 tất cả trừ một số hữu hạn, cho nên 


(1) và (2) cho ta hai phép toán trong P. Ta hãy chứng mỉnh 
P là một vành giao hoán có đơn vị. Trước hết hiển nhiên phép 
cộng là giao hoán và kết hợp. Phần tử không là dãy 


(D0; se. Ô cố, 
phần tử đối của đãy (d„ ơi,.,ad,,..) là đây (T—d„ —dị,..., 
—g„,..). Vậy P là một nhóm SẠP giao hoán. Vì A là giao hoán, 


nên 
` đb, = » ba, : 


i+j=k i+j=É 
do đó phép nhân là giao hoán. Do phép nhân trong A có tính 
chất kết hợp và phân phối đối với phép cộng, nên với mọi 
m = 0, 1, 2,... ta có thể viết 


3 dụ ( 3 ®e my Huế 


h+k=m t+†+k h+i+j=m 
3 (a„b,)e, = > s3 a,b¡ ) ©; 
h+i+=m j+=m ti=Ì 
từ đó ta có phép nhân trong P là kết hợp. Dãy 
(1, 0,..., 0,...) 
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là phần từ đơn vị của P. Vậy P là một vị nhóm nhân giao hoán. 
Cuối cùng luật phân phối trong A cho phép ta viết 


23) s0, +) = »a S8, + 2) S4; 


;+j=k i+;~=k ;¡hưệ= 


với mọi š = 0, 1, 2,... ta suy ra từ đó luật phân phối 
trong P. 


Bay giờ ta hãy xét dãy 
x=(010..,0,.) 
Ta có theo quy tắc nhân (2) 
xz = (0. 0,1,0,.. 0,.) 
xzở = (00,0, 1,... 0,.) 


x"=(0,0,....0,1,0,..) 
Ta quy ước viết 


Mặt khác ta xét ánh xạ 
A-+P 
a => (na, 0... 0...) 

Ánh xạ này hiển nhiên là một đơn cấu (vành). Do đó từ giờ 
ta đồng nhất phần tử a € A với đây (a, O0, .,0..ì)CGP, và 
vi vậy A là một vành con của vành P, MU NBỤ: PHÔN tủ. tủa 7 
là một dãy ï 

(đ&„. đ;..... đ„, -.} 
trong đó các a, bằng 0 tất cả trừ một số hữu hạn, cho nên mỗi 
phần tử của P có đạng 

(a„ đ,,.... g„, Ô....) 


trong đó a„ .... a„ € 4 không nhất thiết khác 0. Việc đồng nhất 
œ với (o, 0... 0, ..ì và việc đưa vào dãy x cho phép ta viết 


(8g... A„; Ô, ‹) = (A, Ö;...) + (0, a, Ó,..) + 

Ö- + (0,.., an Ô,...) = (a„ 0, ..) + (a, 0, ...) (0, 1, 0,..) + 

kề + (An 0, «) (Ú .¿ 0, 1, 0,..) mau tax +... £ sử = 
"n 


= ax° +ayx +... + 8x”. 
Người ta thường kí hiệu các phần tử của P viết dưới dạng 
8„ + d+ + .. + G2” 
bằng f4), gứ)... 


Định nghĩa 1. Vành P gọi là oành đa thúc của ẩn +x lấy 
hệ từ trong A, hay vấn tắt oành đa thúc của ổn x trên A, và 
kí hiệu là A /xj. Các phần tử của vành đó gọi là đa thức của 
ẩn +x lấy hệ tử trong A. Trong một đa thức 


f@) = q1” + ax +... + da„x”. 

_các ø, ¿ = 0, 1, .., nø gọi là các hệ fứ của đa thức. Các az' goi 
là các hạng tử của đa thức, đặc biệt ax° >= ứ, gọi là hợng tử 
tự do. 

2. Bậc của một đa thức 
Xét một dãy (Œ„; đị;..., đạ„...} 


thuộc vành P. Vì các ø, bằng 0 tất cả trừ một số hữu hạn nên 
nếu 


(„ đi; NĂ.. SuJ ° (0, 0, « 6, ..) 


thì bao giờ cũng có một chỉ số n sao cho a, # 0 và a, = 0, 
¿¡ > n. Theo như trên, ta viết 


(đ„; đụ ... đụ, Ô,...) = q + dịx +... + a2”, 
Định nghĩa 2. Bác của đa thức khác 0 
fŒ) = œ^” +... tạ, a2”! + ae" 
với d. # 0, n > 0, làn. Hệ tử a, gọi là hệ #? cao nhất của ffx). 
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Như vậy ta chỉ định nghĩa bậc của một đa thức khác 0. Đối 
.với đa thức 0 ta bảo nó không có bậc. 


Định lÍ 1. Giá sử fíx) uà gíx) là hai da thúc khác 0. 
(ñ) Nếu bộc ƒ(4) khúc bộc gíx), thì ta có 


ƒU + gí) # 0 uà bậc (ƒfíx) + gív) = 
max (bậc fíx), bậc g()). 


Nếu bậc 4) = bậc g(4), uà nếu thêm nữa 
ƒ) + gí) # 0, thì ta có 
bậc (fíx) †+g(x)) < max (bộc fíx), bậc g()). 
() Nếu f2 gu) # 0, thì ta có : 
bậc (f(x) g(4)) < bậc ƒf(x) + bậc g(). 
Việc chứng minh không có gì khó khăn, xin nhường cho bạn đọc. 


Định lí 2. Nếu A ià một miền nguyén ƒ(x) uà g(x) 
là hai da thúc khóc 0 của uành A[x], thì ƒ(Q gít) # O uà 
bậc (f(x) gíx)) = bộc f4) + bậc g(4). 


Chứng minh. Già sử f(x), g(x) € A[x] là bai đa thức khác 0 
fœ) = 8. ®...+ a„x” (a„ # 0) 
Ø&) = b„ +... + bz” (b„ # Ú) 
Theo quy tấc nhân đa thức ta có 
f@)g() = a„b„ +.... + (0b, +... +ayb ) 3“ +... ta, b,x" 2, 
đạ„ và ö„ khác 0, nên ø„ð„ # 0 (A không có ước của không), do 
đó fx) gx) # 0 và bậc (x) øg)) = m + n = bậc fx) + bậc gíxJIÉ§ 
Hệ quả. Nếu A là miền nguyên, thì A [x] cũng là miền nguyên. 
3. Phép chia với dư 


Trong mục 2 ta đã thấy nếu A là một miền nguyên thì A[z] 
cũng là một miến nguyên. Ta tự đặt câu hỏi : nếu A là một 
trường thì A {x] có phải là một trường không ? Câu hỏi được 
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trả lời ngay túc khác, A[x] không phải là một trường vì đa 
thức x chẳng hạn không có nghịch đảo. Tuy vậy trong trường 
hợp này A[z] là một miền nguyên đặc biệt, nó là một vành ơclit 
(ch V, §2) nghĩa là một vành trong đó có phép chia với dư. 

Định lí 3. Giả sử A là một trường, f(x) uùà gu) # OÖ là hai 
đa thúc của uành Alx] ; thế thì bao giờ cũng có hai da thúc 
duy nhất q(x) uà r(x) thuộc A [x} sao cho 


Ñx) = g(x) q(x) + rí(x), uói bậc ríx) < bậc g(x) 
` F nếu ríx) z 0. 


Chứng mính. Trước hết ta hãy chứng minh tính duy nhất. Giả 
sử 
ƒ = g4) q1) + r1), với bậc rÏx) < bậc g(x) 
nếu rf%) z# Ô 
Ta suy ra 
0 = g4) (q(x) ~ q9) + r(x) - ri(4). 
Nếu ríx) = r4), ta có ø(4) (q(x) - q'4)) = 0, vì gíx) # 0 và Alr] 
là một miền nguyên, nên suy ra q4) - q14) = 0 tức là q4) = q0. 
Giả sử rí(x) z rŒU, vậy 
bậc (rí) - r†+j) = bậc (gxXqŒ&) - qJ) = bậc gx) + bậc (qí(x) - q14) 
(định lí 2). 

Mặt khác theo giả thiết và định lí 1 
bậc (ríx) - r'z)) < max (bậc ríx), bậc r4) < bậc gíx) < 
bậc (+) + bậc (g(1) - q4), 
điều này mâu thuẫn với đẳng thức trên. Chú ý : nếu một trong 
hai đa thức ríz) và r1) bằng 0 thì ta không thể nới đến bậc 
của nó, nhưng điều đó không ảnh hưởng tới việc chứng minh, 
vì lúc đó bậc (rí) - rx)) bàng bậc r(x) nếu r1) = 0 và bằng 
bậc r+x) nếu ríx) = 0. 

Còn sự tồn tại của g(x; và rí(z) thỉ suy ra từ thuật toán đưới 
đây. TÌm g(+J và ríx) gọi là thực hiện phép chia Ø#x; cho g4). 
Đa thức q(+) gọi là thương, đa thức r(x) là dư của ƒfx; cho gíx). 
Việc tỉm thương và dư là tức khác nếu bậc ƒØíx) < bậc g⁄z/. Ta 
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chỉ cần đặt gx, = 0. rz; = @x;. Trong trường hợp trái lại ta 
dùng nhận xét sau đây : 


Nếu ta biết một đa thức h⁄x; sao cho 
flŒ) = f4) — g1) kí: 
có bậc thực sự bé hơn bậc của Øx¿ thì bài toán trở thành đơn 
giàn hơn : tìm thương và dư f,(r; cho g!z;. Thật vậy. nếu 
ñ(Œ) = #(r) g;(r) + r,(r). ta suy ra 
ƒx: = g'x› (Rfx; + qiẤ/: © rịX; 
từ đơ 
q4! = h*1) + q/Ai r1 = rị) 
Trong thực tiên. với 


f ưu) =aVL” tay nh +. ca, 


gì =bv" +, _x +. +b ,b =0 và n < m ta nhận xét 


g 
ràng. lấy h(r) = = xz*”", thì đa thức fØ,tr)ì = ftrì — gự hư) 
" 

có bậc thực sự bé hơn bậc của /@x., hoặc /,(rì bằng 0. Trenz 
trường hợp ƒ,(x) = 0. dư rx: = 0 và thương qx: = h+z. Nếu 
fýx: # Ú ta tiếp tục với //x;. ta được ƒ-x:.. Dãy đa thức ƒ,1. 
ƒ.x... có bậc giảm dân. Khi ta đi đến một đa thúc có bậc thực 
sự bé hơn bậc của zx: thì đa thức đó chính là dư rx. Nếu 
một đa thức của dãy bằng 0 thì dư rr = 0Ò Để nhìn thấy rõ 
hơn ta hãy viết ra các bước rà ta đã thực hiện để được đây 
t; 1. f,Ổx 


{..x! = ftx)' — øgtxì hịíx: 


f.tx' = Ï,!Xt — gíx: h.ivi 
fix: = Í..tg! Ý ga! bị Ai! 
với 7x = Ù hoặc bậc /Ix) < bác øx. Cộng vế với về các đẳng 


thức để lại, ta được 
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fœ) = g@œ)(h@œ) + hịŒœ) +... + h„ _¡@)) + fu()› 


từ đó 
q&) = h@) + hị(&) +... + hy _,œ), rœ£) = f6)- § 

VỈ dụ. Trong thực tiến để thực hiện phép chia ƒfx) cho gữ) 
người ta sắp đặt như sau để lập dãy /¡œ), ƒ;Œ)... 


1) A là trường số hữu tỉ. 


—x? — 1x? + 9x — 4 | ~2 + a1 


Tả... | sxt4 
-&2 +2 =4 
—8xz2 + 8x — 4 
-11 
2 
Từ đó 
—+) — †?xÌ + 2x — 4= 


(—23? + 2x ~ )(gx+4) _S*. 
2) A là trường các số nguyên mod 11. 
-lxz-T7z2+2xz-—4  ,-2xz+2x— 1 


1 
: 
Ị = 


—1x” + 1x” — 6x 6x+4 
-8xz?+8xz-—4 
-Bxz? +8x—4 
0 
Vậy 
—-1xz — 7x2 +2x—4= (=3z? +2xz~— 1)(6x + 4) 
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Tù định nghĩa 2 (ch II, §1, ?) và định H 3 ta cơ tức khác 
hệ quả. 

Hệ quả. ƒz; chia hết cho gx) khì cò chỉ khí dư trong phép 
chia fíx) cÀo gíx/ bàng 0. 


4. Nghiệm của một đa thức 

Định nghĩa 3. Giả sử c là một phần từ tùy ý của vành 4, 
ƒ14/ = q, † gd„r +... + œ„r” là một đa thức tùy ý của vành 
Alx} ; phấn từ 

ƒC) = q„ + dục +... + acc” € Â 
được bằng cách thay x bởi c gạ là giá (frị của f/ tại c. Nếu 
ƒc) = 0 thi c gọi là nghiệm của ffx/. Tìm nghiệm của ƒ#zx/ trong 
A gọi là giải phương trình đại số bộc n 
gx”® +... +a, = O0(a„ # 0) 


trong 3 

Định lí 4. Giả sử A là một trường, c € A, ft: € Alx]. Dư 
của phép chúa fíx; cho x -¬ c là ƒc:. 

Chứng minh Nếu ta chia ffx/ cho x — c, dư hoặc bằng 0 haặc 
là một đa thức bậc O vì bậc ⁄x - c; bằng 1. Vậy dư là một 
phần từ r € A4. Ta có 


fƑZ) = fx - c) q1/ +r 


Thay r bằng c, ta được 
ƒc: = 0. qíc: + r, 
vậy r=ƒc.W 


Hệ quả. c /à nghiệm của fƒx. khi cù chỉ khi Ƒx chía hết 
cho x - c. 
Thực biện phép chia 
fx) = a#” +au PT} + .. cay 
cho z - c. ta được các hệ tử của đa thức thương 


lại =bA li... cu 


cho bởi các công thức 


b„ = d„ bị = d, + cụ = 1, n8 — 1 


“ TM 
và dư 
=8. cb„ -† 


VÌ r = /fc), ta suy ra một phương pháp (phương pháp Hoocne) 
để tính /íc) bằng sơ đổ sau đây : 


ữ 8ị c.. 


trong đó mỗi phần tử của dòng thứ nhì được bằng cách cộng. 
vào phần tử tương ứng của dòng thứ nhất tích của c với phần 
tử đứng trước đòng thứ nhỉ. 

Định nghĩa 4. Giả sử A là một trường, e € Á, f4) € Aijzj 
và m là một số tự nhiên > 1, c là nghiệm bội cốp m nếu và 
chỉ nếu ƒíx) chia hết cho (x - c7” và Ø#íxz) không chia hết cho 
(x ~ c)}"*! Trong trường hợp m = ¡ người ta còn gọi c là 
nghiệm dơn, m = 2 thì c là nghiệm hép. 

Người ta coi một đa thức có một nghiệm bội cấp ?: như một 
đa thức cố m nghiệm trùng với nhau. 


5. Phần tử đại số và phần tử siêu việt 


Giả sử A là một trường con của một trường Ñ, c € K và 
fÑx) “= &,* qk +... + ĐC” 


là một đa thức của vành A[x]. Lúc đó, vì ø,„ đ, .., d, € Á nên 


g„ ơi, .., a, € #, do đó ta có thể coi /xJ là một đa thức lấy 
hệ tử trong # và /íc; là một phần tử thuộc K. Nếu ƒc) = 0 thì 
© gọi là nghiệm của một da thức lấy hệ tử trong A. 

Định nghĩa õ. Giả sử A là một trường con của một trường 
#. Một phần tử c € K gọi là đạt số tréến A nếu c là nghiệm 
của một da thức khác 0 lấy hệ tử trong A ; c€ gọi là siêu uiệt 
trên A trong trường hợp trái lại. 
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Như vậy bảo c là đại số trên A có nghỉa là tốn tại những 
phần tử œ, € A (0 < ¡ < nì không bằng không tất cà. sao cho 
8, † acc +... tac =0. 


Ví dụ. 1ì Các phần từ của trường Á đều đại số trên A. 

2ì Trong trường số thực R, 2 là đại số trên trường số hữu 
tỉ Q. x là siêu việt trên Q. Trong trường số phúc C, mọi số 
phức là đại số trên trường số thực R. Thực vảy, mọi số phức 
z= a + bi là nghiệm của đa thức xˆ — 2ax + a` + ð`. 

Giả sử 4 là một trường con của một trường K, c € K và 
ƒx: € A[x].. ƒc: gọi là một đa thức của phần từ c lấy hệ từ 

- trong A. Bộ phận của K gồm các phần tử có dạng ƒfc; kí hiệu 

là A[c]. Dễ dàng thấy A[c] là một vành con của vành K, gọi 
là cành da thức của phần từ c lấy hệ từ trong 4 Ta có thể 
chứng minh .4[c} là vành con bé nhất của K chứa -1 và c. 

Định l ã. Giá sử A là một trường con của một trường K 
củ c là một phần tử của K. Nếu c là siêu tiệt trên 1 thị Aƒc} 
đồng cốu tới tành da thức A[x] của ổn x Nếu c là đợi số trên 
A thị địc? dằng cấu tới một uành thương của vành Ajx). 

Chứng minh Xét ánh xạ 

#£ : Alr] > K 
Ƒx! — ƒtc; 
Hiển nhiên @ là một đồng cấu ‹tvành' và Ime = 4[{c]. 
Theo hệ quả của định lí 13 trong (ch HH. §1, 5! ta có 
A/ƒf)j= Aíx] Ker ẹ 

Trong trường hợp ‹€ là siêu việt trên 4. ƒc = Ô khi và chì 

khi #x. = 0 Vậy Ker £ = t0) Do đó 
Ä4lẨ]} = Alr] (0) = .izx) N 


BảI TẬP 


1. Trong vành đa thức .4{x]. c4 là trường Z:3Z các số nguyên 
mod 3, hãy tìm tất cả các đa thức có bậc là : 


a2: hb:i3:ctn 


10: 


2. Trong vành đa thức Z/5Z(x} hãy thực hiện các phép nhân 
(2x? +4x +1)(8x? + Tx + 2). 
(—®x + 4x +3ÿ‡. 
3. Trong vành đa thức Z/6Z/x7 hãy thực hiện phép nhân 
(2x? + 4x? + lz) (3x? + 3x + 2) 
Vành này có ước của 0 hay không ? 
4. Trong vành Z/6Z/xj hãy thực hiện phép chia 
ƒ@) = —l> + ?#x? + 2x +1 
cho 
£() = -2x? + 2x — 1. 
5. Trong vành Z/7Z/z} hãy xác định p để dư của phép chía 
1z? + px + 5 cho lz2 + 5x +6 bằng 0. 
6. Trong vành Q/x7 chứng minh rằng đa thức 
œ& +1)” —-z?”' - 2x — 1 
chia hết cho 
a) 2x + 1; b) x£ + Í ; c) #. 


1. Chứng minh rằng đa thức xzˆ + 14 € Z/15Z/xj có 4 nghiệm 
trong Z/15Z. 

8. Giả sử A là một trường và ƒ(x) là một đa thức bậc n của 
vành A[x]. Chứng minh ƒíx) có không quá n nghiệm phân biệt 
trong A. 


9. Định lí 3 có còn đúng nữa không nếu A là một vành và 
ø() là một đa thức cớ hệ tử cao nhất bằng đơn vị ? 


10. Chứng minh rằng định lÍ 4 và hệ quả của nó còn đúng 
với A là một vành. % 


11. Chứng minh kết quả trong bài tập 8) còn đúng với A là 
một miền nguyên. 


12. Xét đồng cấu ọ trong định lÍ 5. Chứng minh Ker ø là 
một iđêan nguyên tố (ch II, §1, bài tập 14)). 
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§?. VÀNH ĐA THỨC NHIỀU ẤN 


1. Vành đa thức nhiều ẩn 


Trong §l ta đã xay dựng vành đa thức một ẩn 4[x] lấy hệ 
tử trong một vành A. Đó là vành mà các phần là 
(G„ dy,.... 4...) trong đớ các œ € A bằng 0 tất cả trừ một 
là x 


8 


ta kí hiệu dây đó là y thì ta lại kí hiệu vành đã xây dựng là 
Aly] và gọi là vành da thức của ẩn y. Bây giờ ta hãy định 


quy nạp như sau. 


Định nghĩa 1. Giả sử A là một vành giao hoán có đơn vị. 
Ta đặt 


A,= Alzi 
4; = Ai] 
4ạ = Ab) 
. 


vành Á, = Á„_ ¡Ír„Ì kí hiệu là A{[x,, xạ... x„] và gọi là oành đa 
thức của n ẩn 1,, Xạ, .... xạ lấy hệ từ trong oành A. Một phần 
từ của A,„ gọi là một đa thức của n ẩn xì, 1.,... x„ lấy hệ 
tử trong uành A, người ta kí hiệu nó bằng fix, x„..., x„) hay 
Ø1), X..... XạỤ)... 
Tù dịnh nghiỉa l ta có dãy vành 
Á =ACAÁ,CA¿C..CA, 

trong đó Á._, là vành con của Á, ¿ = 1, 2,... n. 

Bây giờ ta hãy xét vành Aj[zr.] = A[x;,, z;]. Đơ là vành đa 
thức của ẩn z„ lấy hệ từ trong 4; = Á[z¡]. Vậy mỗi phần tử 
của A[x,, z.] có thể viết dưới đạng 

() fm+~ 2) = ajứ,) + giữ; + .. + a,(x))M) với các aứ,) € A[r,], 

(2) gứ,) = bạ + bu #.« Mề ví ¡ =0, 1... n 


Vì Alz,, x-] là một vành nên ta có phép nhân phân phối đối 
với phép cộng, do đó ƒW;, z;)ì còn có thể viết 
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(3) fŒị, x;) = ©1112 +c.xa x22 +... + c„ im x2e" 
với các e, € A, các ø„,, ø;; là những số tự nhiên và (đ,,, đ¿) # 
= (œi, a2) khí ¿ = ý. Các c¡ gọi là các hệ dử và các c/Z¡022 gọi 
là các hạng tử của đa thức ƒŒạ, x;). Chẳng hạn xét đa thức 
fŒ\, x;) 6 Z[zị, x;} với Z là vành các số nguyên 

fŒ\, #2) = x} — 1 + Œy + 23#;¿ + G +2x( — lệ = 

e 
= zj — 1 + zựy + 2t, + xix2 † 212 — 32 

Đa thức ƒ(x, x;) = 0 khi và chỉ khi các hệ tử c¡ của nó bằng 
0 tất cả. Thật vậy nếu các c¡ = 0 thỉ rõ ràng ƒŒạ, x;) = 
Đảo lại giả sử ƒŒ\, x„) = 09. Viết ƒ(x,, z„) dưới đạng (1), ta 
được các đa thức (2) bằng Ô tất cả, tức là 


bạ = .. = b„= 0£ = 02... n 


Nhưng các c¡,... c„ trong (3) chính là các b,.„..., 6, 
t = 0,..,n do đó 
Cị = €;y “= - = em = Ọ, 
Bàng quy nạp ta chứng mình mỗi đa thức FX\, #+; .-› #n) 
của vành AÍYy, Tạ, ... xạ] có thể viết dưới dạng 
(4) fŒŒụ Xa;... xa) = cẩu ..xấn +... + c„xấm . với các 
c( € Á, các ơ,...., dạ, ¿ = 1,.., m, là những số tự nhiên và 


(8nn,.. + đi) ®# (đ.\, Xu khi ¡ # j7. Các c, gọi là các hệ tử, 
các cưxn ..xa gọi là các hợng tử của đa thức /Œị, Xạ,.. xạ). 
Da thức ƒŒị, +» #p) = 0 khi và chỉ khi các hệ tử của nó 
bằng 0 tất SN 


Cho hai đa thức /Œ,..., Xa) và gứ,... xạ) bao giờ ta cũng 
có thể viết chúng dưới dạng sau đây 


fŒg v3.) = tất 1.0m #0. $ c„x4m -.1mn (ð) 


8Œ ›-.. x„) = diệu .. xmn +... + d XÌe1.... Xin 
trong đó (@œ,,.... ơn) # (ø, _ in) khi ¡ z# 7. 
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Chẳng han, với fữy, xs\ = x +xịt, và đứŒ,, x,ì = 
= 2xư: — xé, + x„ ta viết 


fay. x;) 


xị + (uỷ trượt, TÔ, 
gxị, x.) = Œịị + 2x2 — xt, +x, 


Do các tỉnh chất của các phép toán trong vành Alx,, .. 
ta có tổng. hiệu, tích của ty... LÊi dua lo uá..- là 


fa:.... xu) + cứ, ... _ ((; + d.yw{n = 


+=l1 
fx,.... xì đời, .. x.) =3 c0 5 xế» %¬ 
t} 
¡: = L.,m;/ = l., m 
Từ một đa thức bằng O khi và chỉ khi các hệ tử của nó 
bằng 0, ta suy ra hai đa thức đữ,... x„` và gưy,... r„) bằng 
nhau khi và chỉ khí chồng có các bang ký y shứ nhat Thật 
vậy xét hai đa thức /Ứy,.... x„), øtrị,.., x,) tùy ý (5). Hiệu của 
chúng là 


m 
- Ñy.... xạ) ~ øŒụ, Nĩc Xu = 3` (€, — đ,)zị: ..xã= 
;=Ì] 
TL ) = 0 khi và chỉ khi c — đ, 
¡ =l.,.,. mm, tức là ƒ\fy,.., Xa) = ØŒ\,.. -„ xạ) khí và Kế 
khi q=dui= 1,.... m. 


2 Bậc 


Định nghĩa 2. Giả sử /x,.... x„ € (À 7; 1— là mỹ: 
đa thức khác 9 


lu... = cưịu xế= _ +cn T=: 
với các c # 0,¡ = ], „ m và (đ¿. .. @..ì  (G„.. - @.} khi 
Ì #J. Ta gọi là bậc của đa thức z, .. đối. tớ án 1 số 


mủ cao nhất mà rx, có được trong các hạng tử của da thức 
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Nếu trong đa thức Ø(z„.., z„) đn x; không có mật thì bậc của 
ffxạ,... x„) đối với nó là 0. 

Ta gọi là bóc của hạng tử caẩn ..xãa tổng các số mũ 
đu +... + da, của các ổn, 


Bạc của da thúc (đối với toàn thể các ẩn) là số lớn nhất 
trong các bậc của các hạng tử của nó. 


Đa thức 0 là đa thức không có bậc. 

Nếu các hạng tử của fứ\, .., xạ) có cùng bậc & thì ƒŒ,... x,) 
gọi là một đa thúc đẳng cấp bậc k hay một dạng bậc k. Đặc biệt 
một dạng bậc nhất gọi là dạng tuyến tính, một dạng bậc hai gọi 
là dạng toàn phương, một đạng bậc ba gọi là dạng lập phương. 

Ví dụ. Đa thức 


fŒ\,X;,*ạ) = 2x) —xix; + Brì +x[ — Bxix2x) — 4x7, +6 
có bậc là 9, nhưng đối với z¡ nó có bậc là 2. 


Để sắp xếp các hạng tử của một đa thức ƒŒ\,.... z„) khác 
0 ta có thể sắp xếp nó theo các lũy thừa tăng hay giảm đối 
với một ẩn nào đó. Chẳng hạn, trong ví dụ trên ta có thể sấp 
xếp ƒŒ, *;, +;) theo các lũy thừa lùi của zị. 


fŒ\,*;.*;) = 11 —*;) +x¡(2x2x3 — 5x2x7) + 3x) — 4x2x, +6 
hay theo' các lũy thừa lùi của z;, 
fŒf,Z.,*3) = — 2x: +x3(2xix) — B8ix3) — 1x, +xi + 8) +6 
hay theo các lũy thừa lùi của z; 
- „9 3 5 2 
fŒ,X;,1Z.) = 3x2 + 2x x32 - õx x3x) - 4xx, -x1x, +zxị +6. 


Ngoài các cách sắp xếp đó, người ta còn có một cách sắp 
xếp gọi là cách sáp xếp theo lối từ điển (giống cách sắp xếp 
các chữ trong từ điển). Cách sắp xếp này dựa trên quan hệ 
thứ tự toàn phần đã xác định trong tích để các N” ( z l) 
với N là tập hợp các số tự nhiên (ch l, §2, bài tập 10). Ta cớ, 
theo quan hệ thứ tự đó, 

(0;, đ+,..., đ.) > (bị, Đạ,..., bạ) 
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nếu và chỉ nếu có một chỉ số ¡ = Ì, 2... n sao cho 
Ơ, = Ðị,..., đụ = _T @, > b, 

Quay lại đa thức /U), 1„ 1;} trong ví dụ trên, các số mũ 
trong mối hạng từ cho ta một phần từ thuộc NỈ, cụ thể ta có 
7 phần từ thuộc NỈỶ : (I, 3, 5), (2, 1, 0), (0, 0, 9), (2, 0, 0), 
(1l, 3, 2), (0, 5, 1), (0, 0, 0) mà theo quan hệ thứ tự đang xét 
chúng sắp thứ tự như sau 

(2, 1, 0) > (2, 0, 0) > (1, 3, 5! > (1, 3 2) > (0, 5, ) > 

(0, 0, 9ì > (0, 0, 0) 
với (2, 1, 0) là phần tử lớn nhất. Viết các hạng tử tương ứng 
của fỨr\, 1. 7ở;) theo thử tự trên 

fExycX;.1g) = —xE; txị + 2xruyện — ñmpvyy) — đưặx, + 3v) +6 
goi là sắp xếp /Œứ,. x.. z,ì theo lối từ điển. Hạng tử -xm 
tương ứng với phần tử lớn nhất 2, 1, 0) gợi là họng từ cao 
nhất của fX,, 1y Xự. 

Định l 1. Giả sử đi,,..... x„) là một da thức cới hạng tử 
cao nhất là c1?:.. xã» đi1,..., 1„; là một da thức với hạng tử 
cœo nhất là dxh: _ .xÈ» cù giả sử (A,,.. °« G„/ > (Ð,,.., Đụ). Thế thì 
hạng từ cao nhất của da thức tổng ƒ1,,... x„/ + g!1,...., xự 
tà cxˆ -... RA 


Chứng minh, Tn hãy viết ƒU),.., 1„) và gí,,... +„) dưới dạng 
fmy.... Z4) = cư no, c„xị=i -- im 


(đ_y pm Ẩi—T. ” bổ (4, › 8.) ¡= 2... m 
Ta cũ fưy, li Ta) + cũ, › T.) = 


“_ s - GIÊN Lj 
(ty + dan “18 2. (co + d2: ... *„= 
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Do đó hạng tử cao nhất của đa thức tổng là 
(c, + địXịH c.xmnn = cxji 4n. EW 
Hệ quả. Giả sử /fp%;, ..3` x„),...; ffc,,... x„ là những da 
thúc có hạng tử cao nhất theo thứ tự là 
CrƒM...xann,..., C141... Xjte 0È giđ sử 


(đạp ..., Giạy) > (đ‡p ... G2y) ... > (Quy... Gẹạ) 
Thế thì can ..xan là hạng tử cao nhất của da thúc tổng 
fiẾpu ... X„) +... + fXu ... 3g). 


Tập hợp sắp thứ tự N” còn là một vị nhóm giao hoán đối 
với phép cộng (ch II, §1, bài tập 5) 


(0, .., @n) + (bị,..., bạ) = (Gy +Ðy,..., ga +6.) 
Phép cộng này và quan hệ thứ tự trong N” có tính chất 
Bổ đề 1. Nếu 
(aạ,...., Œ„} > (bạ, TY, 

thì (ay + eụ ý 0G ):> (6y + iếu..ụ 0.it\@) 
uới mọi (c¡, ... c„) € N". 

Chứng mình. VÌ 

(m,..., an) > (ồi, ..., b.) 

nên có một chỉ số ¡ = l1, 2,.., n sao cho 


do đó 
ga; +c, = ðị + €ụ, 2 độc Te_¡p =Ô_ pỶe 
đa, †c; > b, +e,. I8 
Hệ quả. Nếu 
(uy; 902): >0, sà Đ.J 
tà (lu se›.10):> (ấy „+ d.) 
thì (ay + dụ, đc P 6J > (Dị + dịp, và bạ + d.) 
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Chứng mình, Theo bố đề Ì 
(m + cụ, — da. +c) > 6, tcụ, — bạ +c„) >6, +d, —, b„ + d.) 
Tù bổ đề 1 và hệ quả của nó, ta suy re : 
Định l 2 Giả sử Ø, _. x„ uà gớ, _. xu) là hơi da tuíc khúc 
0 của cành Alx,,... 1x„] có cúc hạng tử cao nhất theo thủ tự là 
cp: xếm nà d xịn ..x= Nếu c„ủ, # 0 thì hạng tử cao nhất của 
da thức tích fx,,.... x„) gức,.... x„) là c¡đx4n ` ®n _. 
Chứng mình. Giả sử 
fEy.... x,) = cưận „.xểm + ...+ chấn ..se 


gữŒy,.... X„Ì = d xin dc rh +....+d,  xim! _.. xếmm 
đã được sắp xếp theo lối từ điển. Diều đó có nghĩa là 
(đn:.... Gịn) > (Gn,.... đu) với mọi ¡ = 2.... Ÿ 
và (Ôn... ðịm) > (6... bạ) với mại ÿ 
Ta hãy chứng minh 
cán Tụ `. 
là bạng từ cao nhất của đa thức tích 


ffxps... xu) #ŒEi,s, Xa). 
Nhân /(x,.... x„) với ø(r,.... 1„) ta được 


` 


fữ „= T) £(x ..—¬ xz) = »š c¡d xịn ` Pa ... T +, 


tJ 
t=l,..,i 
J=t1..,m 
Mỗi hạng tử c,d, xịn ` Đa 8= °» cho ta phần tử 
(y +ðòi... q„ + b) 6€ NẺ 


Theo bổ đề 1 và hệ quả của nó, ta có các bất đẳng thức 


— 1lã 


(ty + Öịy,.., đụ, + ðụ,) > (Gyp + Đn sa đụ + bu) 
‡=3ð3,..,m : 
(ai + Địy,.. đụ # ðy,) > (Ga + Địy,.. đạ + Đụ) › 
Chế, ĐI: ÁP CSƯỂY. 
(n †Ôn «+ đụ Ê Đụ) > (n +ồn,., dạ + bý.) › 
¡ m2, 2l; =9, mm 
Vậy hạng tứ 
q đị14a *Êu s; xến * # 
chính là hạng tử cao nhất của đa thức tích. 
Hệ quả. Nếu A là một miền nguyên thì A[x,,... x„] cũng uậy. 


3. Da thức đối xứng 


Giả sử A là một vành giao hoán có đơn vị. Trước hết ta hãy 
xét vành đa thức 2 ẩn Alz,,z;]. Trong vành này ta chú ý tới 
hai đa thức đặc biệt sau đây 


f, 1;) = ⁄ị † x¿, ØŒ\, *;) = Xi; . 
Các đa thức này cớ tính chất : nếu ta thay z, bằng +; và 
z, bằng z¡ thì đa thức không thay đổi 
fŒ\: X;) = tị † x; = 1, †xi = /Ợ¿;, 1 
8Œ, 1;) = #i1¿ = *;Xị = Ø(X;, ®\) 
Trong vành Al[z,, +x;] không phải chỉ có hai đa thức đó có 
tính chất như vậy, chẳng hạn đa thức 


Văn, #;) = xÌ + 3) — #i1› 
cũng cho ta 


víứ ; X2) = Œ¿;, ~) 
Một cách tổng quát 
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Định nghĩa 3. Giả sà A là một vành giao hoán có đơn vị, 
fữ,-. x„) là một đa thức của vành Atr,...; x„Ì. Ta bảo 
fữZ,.-. x„) là một da thực đối xửng củo n ổn nếu 

ft; 1; —¬ Ta) “ ffumy› “ra >—¬ vụ) 
với mọi phép thế 


.. (« 2..a 
t(1) £) .. tín) 
f#ftuy>-¬ Xrụ)) Say ra từ /Œ,_„ x„) bằng cách thay trong 
fØAs-+ Xạ) Zị bỞi Xuọy,- X„ Đi Xu - 
Ví dụ. Trong vành Ziz,, rx,, z,] đa thúc 
fŒ\, *;, Zạ) = 111; † 123; + X33, † 1,12 + x;1) + 
+ayx| + 2m, 
là đối xứng. Thật vậy ta thấy ngay rằng 
fữ\, 3y, 3;) = G, Tạ, mỊ) = By, 3ị, 3) = 
= f#¿.Zị› Zạ) = fŒy, Z;, Xị) = ẨM › Xạ, X2): 
Muốn có /(x,, x,, z,) chẳng hạn, ta thay x, bằng z,, x, bằng 
z;, xạ bằng zị trong ffx,, x;, z;), ta được 
fEy, xạ, xỊ) = X33; + 174, + x41. + 1y12 + g,x) † 
xi yi + 2xx, 
do đó fR\. *y, X;) = fEfy, X;, SỊ): 


Định lí 3. Bỏ phận gồm các da thúc đối xứng của vành 
Ary..... x„] ià một vành con của uành Am s5 _ 


Chứng minh. Giả sử ƒ(x,... x„) và g(x,... r„) là những đa 
thúc đối xứng, nghia là 


fay † Tạ) = Ứng) ng Xray) 
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và 
BŒ\,.., X„) = ØŒx\ se, Xr(m) 
với mọi phép thế r. Thế thì 


f6 . 2a) = 8t TH an) = 


f#rq xào #rum)) ~ #Œ ro) sào ®y(ny) n 
f@n pm Xm) ø(\ đốc #n) = 


f xay sa #sa)) ØŒyqpys+ Xyạn) 
với mọi phép thế z. 
Các phần tử của A là những đa thức đối xứng đậc biệt. Thật 
vậy mọi phần tử œ € A có thể viết 
J„“"... 


Mọi đa thức đối xứng /Œ\.,... x„) Œ A nhất thiết phải chứa 
tất cả n ẩn và phải có cùng một bậc đối với mỗi ẩn đơ : thật 
vậy nếu ƒ(x,,... zx„) có một hạng tử trong đó chứa một ẩn #, 
với số mũ là *, thỉ nó cũng có hạng tử suy ra từ hạng tử ấy 
bằng cách thay thế z, bởi z;, tức là hạng tử chứa %, với cùng 
số mũ &. 


Các đa thức sau đây 


xin =4ụ +*¿ +... M. 
Ố, = #i#¿ +14: +... + xa lạ 


`" 
R 


X22 + #\325¿ +... + X„ 2 Ấp — ¡Ấy 


TH... . ¬aằ.ằ.. Xạu~23n †... %2 ... X 
Ỡn = X|#¿ ... „ 
cũng là những đa thức đối xứng, gọi là các đa thúc dối xứng 
cơ bản. Chúng đóng một vai trò quan trọng trong lí thuyết các 
đa thức đối xứng do định lí dưới đây. Trước khi để cập tới định 
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lÍ đơ, ta hãy đưa vào kí hiệu sau đây. Giả sử Z(x,.... z„) là một 
đa thức của Afx,.... x] , phần từ của Alx,.... z„] có được bằng 
Cóch thay trong đặn,-~ Xe) : zị bởi Øp, x; bởi đy, .. x„ bởi Ớp 
gợi là một đa thức của các đa thức đối xứng cơ bàn, kí hiệu 
là zø(Ø,... ø„) . Chẳng hạn với n = 2 và gặ,, 1;) = 14 — #; 
thì ø(2,, ð;) = đj —-ø, . Vì Ø, ... Ø, là những đa thức đối 
xứng nèn £(2,,„.. Ø6„,) cũng là một đa thức đối xứng theo định 
l 3. Chẳng hạn 

Ø(,. Ø;) = Ø[ — Ø; = (ị +)” — xiyy = XỈ + 1yg, + 1) 
là một da thức đối xứng của r, và x,.. Như vậy, mọi đa thức 
của các đa thức đối xứng cơ bản Ø,, -+ Øm, là một đa thức đối 
xứng của n ẩn 1,,... 1, . Điều đảo lại cũng đúng, nó là nội dung 
của định lí 4 sau đây, dựa trên các bổ đề : 

Bồ đề 3. Giá sử fŒ,.... x„) là một da thức đối xứng khác 
0 pàò 1t 3x... xe là hạng từ cao nhất của nó" Thế thì 
c=._-. ..." 

Chứng mình. Ta phải chứng minh ø,, >d, với mọi ¡ =2,...n. 
Vì fầx„... x„) là đối xứng, nên /(r,.... r„) phải chứa hạng từ 
œ1...X7`—1 su suy ra tù hạng từ cai!...Xr in Số..... xế 
bàng cách thay x_; bởi +, và +, bởi x,.,.. Nếu a, > a,_, thỉ 


(q; - 6đ _T q,, ; _ 1 v--¬ q„) > (Œ th) q;_¬› 8, _¡› 8s. Sa) 


không phải là hạng tủ cao nhất, mâu thuẫn với giả thiết. § 
Bổ để 3. Giỏ sử dị... a„ là những số tự nhiên sao cho 


a, đa, #..zq. 
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Thế thì da thức 
fŒ\›.- Xa) # ổn“: LNNG vt L EUNẾ) . đna 


trong đó Ø, ,... ð„ là các đa thức đối xúng cơ bản, có họng tử 
cao nhất là 


r x2 việt Ẩn 


h 


Chứng mình. Các hạng tử cao nhất của ớ,, Ø,.... Ốn _ ụ Ơn 
theo thứ tự là 


XỊịy #jX¿,.s XịXc «. XạTgị X4; s« Ấm. 
Áp dụng định lí 2 ta có hạng tử cao nhất của /Œ\,... +„) là 
xã =8; @Œz¿)“: ” t (Xi gấu #8. K=. (Œị *; s.c LÊN, = 
= ZÍ! 121... xẠn. MB 
Bồ đề 4. Giả sử a, là môt số tự nhiên. Bộ phận M của N' 
vói NÑ là tập hợp các số tự nhiên, gồm các phần tử 
6x) 
sao cho ai >íip >>... 2z F„ 
là hữu hạn. 


Chứng mình. Gọi L là tập hợp hữu bạn gồm các số tự nhiên 
0, 1,.., œ, . Hiển nhiên U” hữu hạn và M C L”, do đó M 
hưu hạn. W 
Bổ đề õ. Giả sử g(Ø,,... ð„) là một da thúc của các đa 
thúc đối xúng cơ bản 
8Œ\.... Ø,) = c đu 30, + 1ê 


trong đó c, # 0; ¡ = l,.., my 0à (đ,... đ„) #® (đ 
¡ = j. Thế thì g(Ø,,... ø„) œ£ 0. 
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Chứng mình Thay Ø, bằng x, + z, +... tr... 6, bằng 
XrZ; .. Xạ trong #(Ø,,... Ø,) ta được một đa thức của các ẩn 
Thư" 

đŒN #3 + à. tưy,e mg — X,) SN, ca X.) = 


= 3 ñ£:¬ s2) 
cử 
f,Œ,, 2 Xa) = cứ + 1; + -. + xUỂU .. ứg1; —- x.} = 


œ ï = 1, 2, --; #8. 
Hạng từ cao nhất của đa thúc /,(z,,... x„) theo định lí 2 là 


Lô x hn xướna bu c;pn xe. xâm 


với đn +đ, +... +a. = Âu 


Hang từ cao nhất của mỗi đa thức /,(r,, ... x„) cho ta phần 
từ (&., &„, .. k„) € N”. Ta có 


(hn › k„¬, Bên 2 kà.) z (hạ, ky, LÝ ) *„) khi t # J 


cả ÈV) m(E,Àc, .. k.) với ï #j 
—Ẻ*,; = g, 


với ¿ s j, mâu thuẫn với giả thiết, Vì N" sắp thứ tự toàn phần 
nên bộ phận hữu, hạn gồm các phần tử (k¿, k¿, -+ Rạ„) Í = L 
2,.., m có phần tử lớn nhất, chẳng hạn (ạ;, Èị;. -» #qp) là 
phần tử lớn nhất. Theo hệ quả của định lí 1, c¡xƒ"... xem là 
hạng tử cao nhất của fŒ@\ị,... x„). Vậy 
Ø(, -.„ Øạ) = fŒy, <. x„) là khác 0. ÉẰ 
Hệ quả. Giỏ sử 

hŒ\, + X„) = C,Z{U .. #nin +... + G1491... Tạm 
2,1 

hŒ|, .a 3g) = € | X{H à. Xin + .. + CjnXỊPL ... Xuan 
là hai da thức trong đó (đ,.. đựụ) # (đ\, sa Gạ) khí ¡ # Ụ 
sao cho 


thế thì œ = €Ẵ„ ¡ = 1, 2,..., m. 
Chứng tính. Giả sử có c¡ # cì . Đặt 
Ø(Ø\;... Ø„) = h(Øt,..., ø)}^ hy yàn Ổn) = 
= (t; — €)ØU .. đnm +... + (Cụ — €?„) đim .. Øƒmn.. 
VÌ c¡ # €¡, nên c¡ — ể¡ # 0. Theo bổ đề 5 : 
Ø(ð,... Ø„) # 0 
Nhưng theo giả thiết ø(Ø,,... ø„) = 0, mâu thuẫn. § 


Định lí 4. Giả sử fŒ\› #;: -› 1„) € All, x¿,.... x„Ì là một 
da thức dối xúng khác 0. Thế thì có một 0uờ chỉ một đa thúc 
h4, *;,....X„) € Ai; #¿,.. x„Ì 

sao cho f(Œ\, %2; .» %ạ) = h(Ø\, ð;,.... Ø„) 
trong đó Ø,, Øð„... đ„ là các da thúc dối xúng cơ bản, 
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Chứng minh, Ta hãy sắp xếp /{x,,... x„) theo lối từ điển, giả 
sử 


cáp xệ - sẽ 
là hạng từ cao nhất của /Œm,... x„). Theo bổ để 2, ta có 
œ > a; >>... 2 q„ 
Bổ đề 3 cho ta biết đa thức 
đốn! “: Ø3 “ "`: -¬x ố% 


a—1 


cũng có hạng tử cao nhất là 
ŒxÁt 12... xế. 
Xét hiệu 
fJŒ\,—¬ 5) = fB,, —. X.) — 62T ốp”... đạn 


Nếu ƒ,(r;,... x„)ì = 0, ta hãy sắp xếp nó theo lối từ điển 
và giả sử 


là bạng tử cao nhất của nớ. 


Theo định lí 3 : ƒ¡ œị,... x„) cũng là một đa thức đối xứng, 
và do đó theo bố đề 2 


b, >b, >.. > b„. 
Mật khác. từ biểu thức của hiệu hai đa thức (mục l}, ta có 
(G\, 6 ;-+ đ„) > (Đị, Õy, + ð,) 
do đó 
a, 2® Ö,.. 
Xét hiệu 
Cứ. 3y) Ð Ñ 4: —¬ zr) ~ đến Tổ”. đt. 
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Nếu ƒ;, (*ị,... xạ) # 0, ta hãy sắp xếp nó theo lối từ điển và 
già sử 
yxit ... xa 
là hạng tử cao nhất của nớ ; cũng lí luận như đối với 
fq (Xị, -.. *„) ta được 
Cạ # C¿ ®... PC 
với (Ð\, Đy,... b„) > (Cq¿ €ạ› + €ạ) - 


Quá trình đó không thể dài ra vô tận, vì các phần tử 
đ,,.., Œ ), (Ð,,..., Ð ), (c,,.., c„) ... mà ta được là những phần 
1 n 1 n) 1 n) 


tử của tập hợp M hữu hạn trong bổ đề 4. Vậy quá trình hẳn 
phải chấm dứt, tức là sau một số hữu hạn bước ta sẽ phải được 


¡ =tL ti l 
0= ft (; .p La = ÀØ) = ø; ^>,sấễ kêu : 


Ta suy ra từ đó rằng 
fŒ\, X;, .. X„) = aốïi *: SN n Ønn + 8øn””?: ø2~° ma 


b lL—L L-I lị 
và 2 3 
TC nh uy 1ø đ TT... 


Vậy đa thức h(x,, z;¿,... z„) cần tÌm là đa thức 
h(X\, X;,... Xạ) = qXậ “x2” .. xía + 8x)!T° xát xử 
l _ 
„.xn +... + 2z ? z2 3... xn., 
Giả sử có một đa thức 
h'@\,... *„) 


sao cho h(Øy,... Øn) = fŒXị, ... Zp)- 


Thế thì 
h(Ø,... ố„) = k'(Ø,... 6,). 


Ấp dụng hệ quả của bổ đề 5 ta có 
hy $¡‡tt x„) = hớn SÀNG *). L_) 
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Phép chứng mình của định lí 4 không những cho ta biết sự 
tốn tại và duy nhất của đa thức hz,,.. x.), nó còn cho ta 


một phương pháp thuận tiện để thành lập híx,,... x„). Việc tìm 
đa thức hứ,,... x„) sao cho ƒ[,,.. 1„) = Á(Ø,,... Ø„) gọi là 
tiểu thị đa thức đối xứng /Œx,,.. x„) qua các đa thức đối xứng 
cơ bản ổ;,.... Ớ,. 
Vỉ dụ. Trong vành đa thức Z Íx,, +,, xạ] với hệ số nguyên 
hăy biểu thị đa thức đối xứng 
z¡ +12 +xy + On x, + 2mjxy + 2y xy 
qua các đa thức đối xứng cơ bản Ø,, Ớ„, Øạ. 
Trước hết ta nhận xét rằng 
2xx, + 2xx; + 21x) = 2, 
Vậy chỉ cần xét đa thức đối xứng 
fŒy, *;, x;) = #Ị + x) +xi. 
Hạng từ cao nhất của nó là zj = z¡z;12. Theo định lí 4 
ta lập đa thức 
f,Œị, X;, #3) = fGy, xạ, g) T6] “ốy °ốy 
=x) tư tự (ty tan) 


= -Grìx, + 8rị x, + 3m x2 + Ân x3 + 32x) + đ , x3 + ÔN, 7, x,). 

Vẫn theo định H 4, ta lại sắp xếp nó theo lối từ điển và 
tìm hạng tử cao nhất của ƒ/¡ (r¡, x;, z;) . Nhưng trong trường 
bợp cụ thể này ta nhận xét rằng 


x11; + x1 +ai x2 +xyz) +, + x,z2 = 
= (ị tr¿ ty) (1; Ê gịxa † 125.) — 3g ;1) 
Đo đó fì Œị, #¿, 1;) = —8Ø,6, + 80,. 
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Cuối cùng 
f, Z2; Xa) = ø _ 3Ø, Ø; + 37; 
và 
z: +3) +z + 2xx; + 2Xyxy + 2jxy + 2x;X) = 

= đi — 80jØ; + 8ð; + 2Ø, . 

Trong thực tiễn người ta còn đưa ra một số nhận xét để 
việc biểu diễn được nhanh chóng hơn. Ta hãy xét trước hết một 
đa thức đối xứng đẳng cấp ƒŒ@\,... x„) € 4lzạ,... x„] cớ hạng 
tử cao nhất là 

zz z2 q xã § 
Vậy bậc của /Œ ị,... +„) là ø, + a, +... + a„. VÌ các đa thức 


đối xứng cơ bản Ø, Ø,,.., Ø. là đẳng cấp có bậc theo thứ tự 
là 1, 2,..., n, nên đa thức tích 


aối ~8; Ø2 “3 va đa 

cũng đẳng cấp và có bậc là 

đi — đ¿ + 2(gG; — a,) +... + nữ, = ơi + day +... + da. 

Do đó 

ÑRŒ(: #ạy + 2) = ẨÙN: X.. 2 xạ) — đế) “tới "3... 
cũng đẳng cấp và có bậc là œø¡ + a, +... + ơ„ nếu nó khác 0. 
Sấp xếp /¡(1,,... z„) theo lối từ điển và giả sử 6x An xÊn là 
hạng tử cao nhất của nó thế thì 

bị +by +... +ồa nai tay +... ta, 

và (Œy, ở;,..., đ„) >.(b,, b;,... bạ). 

Theo định lí 4 ta có một dãy hữu hạn phần tử của N? 

(8) (đ,... đ„) > (Õ,«. Ôạ) > (G4: ea Cu) >.. 
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thỏa mãn tính chất 


duy x.. 
(7ì b,>.. >b 


và trong trường hợp ò đây 


(8) ai +... +a„ = by 


Do có thêm tính chất (8) nên số phần tử của dãy (6) giảm 
đi nhiều. Tập hợp các phần tử của dãy (6) là một bộ phận của 
tập hợp hữu bạn 


M= | Œy „in tua) vn ty .ng )) 


+... +5 =>... 


trong đó 


và 
šu tí, +... tí  =m ta. +. ta 


với ¡ = 1, 2,... m. Theo định Hí 4, đ@,,... x„) viết dưới dạng 


m 
đe, s. x) = S tấp —® đp—h... dh 
mã 
với f4 € A và £ = 0 nếu (f¡,... ý) không có mặt trong dãy (6). 
Th hãy quay lại đa thức 
fE\, 3:y Xg) = xị + +33 


Tập hợp M ở đây là 
M= {G, 0, 0), , 1, 0), (1; 1, 1)}. 


Do đó 
* ~0 „0-0 3—1 „1=0 : 
fữŒy, z:‹ Zà) = Tổ) ø3 °đã +rới ` 6) ø + 
1—1 .I~1 l1 _ : 
+r,øi Ì ø—Ìø = đ +00; +ố, ; 
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r, là hệ tử của bạng tử cao nhất của fŒI› #2: Z4) do đó 
fạ = 1. Muốn có f;, 7, người ta thay #)› #¿› %2 theo thứ tự 
bằng 1, 1, 0 ta được 


2=8 + 2tr, 
do đó 7, = ~3. Sau đó thay #q, *;, +; theo thứ tự bằng ], 1, 
¬l ta có 
1=l1+â3-t, 
hay : 1= 3 
Vậy fŒị, ạ, z3) = đi — 306, + 36, 


Phương pháp vừa đùng gọi là phương pháp với hệ tử bất định. 


Chú ý : Không phải bao giờ phương pháp này cũng có hiệu 
lực nếu A là một vành hay hơn nữa là một miền nguyên, nhưng 
hữu hạn. 


Trong trường hợp đa thức /(¿,..., z„) không phải là đẳng 
cấp thì ta nhận xét rằng các hạng tử cùng một cấp của nó lập 
thành một đa thức đối xứng đẳng cấp, do đó ta có 
f(“q...., z„) là tổng của những đa thức đối xứng đẳng cấp, chẳng 
hạn trong ví dụ trên 

zị +12 + 3y + 2rư, + Ông, + 2y, 
là tổng của đa thức đối xứng đẳng cấp bậc 3 
".. 
và đa thức đối xứng đẳng cấp bậc 2 
2xự; + 2xx; + 2xx; 

Ứng dụng. Tìm các số nguyên ø, 8, y sao cho 

œBy =6, 

a` +) +y” = 86, 

a + +y = 6. 
Theo ví đụ trên ta có 
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a`+8`+y) = @œ+ +yì — 34 + 8 + y) (aổ + ay + By 3eÔy 
Ta suy ra a8 + ay +ổy = ÌL, 
Mặt khác xét đa thức fœw) G Z (x] 
fzœ) = Œœ - a)Œ - ổ)Œ - y). 
Giả sử a € Z ta có 
ff@) = (a — a)(a@ — 8)(œ ~ y). 

Vì /Øaœ) = 0 khi và chỉ khi một trong các thừa số 
a—œ,a—,a —y bàng 0, cho nên các nghiệm của /{z) là 
œ, 8, y. Khai triển fz) ta được 

ft) = x` — (@ +8 +yy” + (gỡ + ay + By) — aổy 

= x` — @& + llr — 6 
vì œ +tổ +y = 6, dổ + ơy + Ôy = L, aỔy = 6. 


Đa thức Øzr/ có tổng các hệ bằng 0, do đỏ #x/ có một 
nghiêm là 1. Thec hệ quả của định lí 4 trong (§1, 4), #x, chia 
hết cho r — 1. Chia #+x: cho x — l ta được 


Ñx) = œ — l)i@ — ã + 6). 

Đa thức x” — ãr + 6 cho ta hai nghiệm là 2 và 3. Vậy các 

số nguyên az, Ø, ; cần tỉm là 1, 2, 3. 
BÀI TẬP 

1. Trong vành Z [x,. x,. z;} biểu diễn đa thức xj +x) +x) 
qua các đa thúc đối xứng cơ bản. 

#. Trong vành Z?2Z [rx..z..x;} biểu diễn đa thức 
trị bã lr # bệ qua các đa thức đối xứng cơ bản. 

3. Giải hệ phương trình 


z+v+z= -ä 
3 


Và 
l 
Ị 
tở 
.—l 


1T ~xy +z 


xở ~y!) +z° = 113 
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CHƯONG V 


VÀNH CHÍNH VÀ VÀNH ƠCLIT 


§1. VÀNH CHÍNH 


1. Tính chất số học trong vành 


Trong chương này chúng ta nghiên cứu các tính chất số 
học của vành, nghĩa là các tính chất đối với quan hệ chỉa 
hết (ch II, §1, 2). 

Giả sử A là một miền nguyên mà phần tử đơn vị kí hiệu là 
1. Các ước của đơn vị còn gọi là các phần tử khủ nghịch, chúng 
lập thành một nhớm nhân U mà 1 là phần tử đơn vị. Chẳng 
hạn trong vành Z các số nguyên các phần tử khả nghịch là 1 
và -l ; trong vành đa thức K [x] với X là một trường, các đa 
thức bậc O nghỉa là các phấn tử khác 0 của X là các phần tử 
khả nghịch. 

Sau đây là một số tính chất về chia hết trong một miền nguyên 
mà việc chứng minh không có gỉ khó khăn. 

Bổ đề 1. (¡) a | a. 

(ID e | b và 6 | a kéo theo e | d. 

(ii) u hhủd nghịch, u | œ Uới mọt q. 

(v) Nếu b | u uới u khả nghịch, thị b khả nghịch. 

(v) Quan hệ S xúc dịnh như sau : xS x` khi x` = ux uới u khả 
nghịch, là một quan hệ tương đương ; x uờ 1` gọi là liên hết. 

Vị dụ. 1) Hai phần tử của nhóm nhân là liên kết, 
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2) Trong vành các số nguyên Z hai số nguyên œ và -đ là 
liên kết. 

3) Trong vành đa thức K/x? với K là một trường, hai đa 
thức #1! và offr), a € K cà a # ÔÒ là liên kết. 

Bồ đề %. x cà x' là liên kết khi oờ chỉ khí x | x' oà g' | x. 

Giả sử a €C Á, tập hợp các bội xa, x € Á, của AÁ là một iđêan 
của A ký hiệu Au hay œ4, iđêan này là iđêan sinh ra bởi da, 
người ta gọìi nó là một iđêsn chính {ch HH, §1, 4). 

Bổ đề 3. a | b khi cà chỉ khi Aoa O2 Ab. — 

Hệ quả. x uèờ x` ià liên kết khi uà chỉ khi Ax = Axr`— Đặc 
biệt u là khả nghịch khỉ bù chỉ khi Âu = A 

Định nghĩa 1. Các phần từ liên kết với x và các phần tử 
khả nghịch là cóc ưóc không thực sự của x, còn các ước khác 
của x là các ưóc thục sự của 1. : 

VỀ dụ. +2 và +3 là các ước thực sự của 6, còn +l và +6 
là các ước không thực sự. 

Định nghĩa 9. Giả sử x là một phần tử khác 0 và không 
khả nghịch của Á ; r gụi là một phần tử bất khỏ quy của A 
nếu z không có ước thực sự. 

Vĩ dụ. 1) Các số nguyên tố và các sẽ đối của chúng là các 
phần tử bất khả quy của vành Z2. 


2\ Đa thức xởÝ + 1 là đa thức bất khả quy của vành R Ir], 
R là trường số thực. Nhưng trong vành C [r} với C là trường 
số phức thì xˆ + I không phải là bất khả quy vì nó có ước 
thực sự chẳng hạn r + ¡ và x — ¿. 

Định nghĩa 3. Nếu c | œ và c | b thì e gọi là ước chung 
của ø và ð. Phần tử c gọi là ước chung lớn nhất của q tà b 
nếu c là ước chung của œ và È và nếu mọi ước chung của a 
và bò là ước của e. 

Từ bể đề 2 ta có hai ước chung lớn nhất của œa và b là liên 
kết. do đó có thể coi là bằng nhau nếu không kể nhân tử khả 
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nghịch. Ta cũng định nghỉa tương tự ước chung lớn nhất của 
nhiều phần tử. 


2. Vành chính 


Định nghía 4. Một miền nguyên A gọi là oành chính tiếu 
mọi iđêan của nớ là iđêan chính. 


Ví dụ 1. Vành Z các số nguyên là vành chính. Thật vậy, giả 
sử ï là một iđêan của Z. Nếu ƒ = {0} thì ï là iđêan sinh bởi 
0. Nếu 7 # {0}, giả sử œ là số nguyên dương bé nhất của Ï 
và ö là một phần tử tùy ý của ï. Ta có thể giả sử 6 > 0, vỉ 
nếu ö < 0 thì -ö > 0 và -b cũng thuộc ï, do đó ta lấy -ö. 
Lấy b chia cho øơ, ta được 

b = ơq +r 
với r là dư, nên Ô < r < a. Mặt: Kiáb?2:a6:<vag 'È Ê Nếu 
r z# 0 thì œ không phải là số nguyên dương bé nhất của ï, mâu 
thuẫn. Do đó r = 0 và ð = da, tức là 1 = ơZ là iđêan sinh ra 
bởi da. 

Miền nguyên A ở đây được giả sử là một vành chính. Các 
phần tử mà ta xét là thuộc A. 

Bổ đề 4. Uóc chung lón nhất của hai phần tử œ 0à b bất 
kỳ tồn tại. 

Chứng mình. Gọi I là iđêan sinh ra bởi a và b. Các phần tử 
ï có dạng ơx + by với x, y € A (ch III, §I, 4, định lí 6). Mặt 
khác vì A là vành chính nên 7 sinh ra bởi một phần tử đ nào 
đó, phần tử ở cũng thuộc ï nên ở có dạng 

(1) đ = ax +by,x,yV€A 

Ta hãy chứng mỉnh ở là ước chung của a và ö. Vì 
œ,b€G I=dA, nên 

= da`, bò = d)`, ø', b` € A, 
Do đó ở là ước chung của œ và b. Thêm nữa nếu c là một 


ước chung của øơ và ở, tức là có #œ”, b*”' € A sao cho œø = ca" 
b = cô”, thế thì (1) trở thành 


đ = c(a ”x + by) 


, 


182 


Vậy đ là ước chung lớn nhất của a và ö_ §WÑ 


Hệ quả. Nếu £ là một ước chung lớn nhất của a và b, thì 
có Ƒ, s € A sao cho 


e = ar + bs 


Chứng mùxh Xét ước chung lớn nhất ở của bổ đề 4. đ và e 
là lên kết tmục 1), tức là có một phản tử khả nghịch u sao 
cho - 


e = dụ 
Nhân hai vế của (l) với u 
e = du = qrxu + byu = qr + bs, r = 1u, s = yu. WÑ 


Định nghĩa ð. œ tà b /à nguyên tổ cùng nhau nếu chúng 
nhận 1 làm ưóc chung lớn nhi. 


Từ hệ quả của bổ đề 4 ta suy ra 


Bổ đề ð. Nếu a, b nguyên tố cùng nhau thì có r, s € A 
sao cho 


1 = ar + bạ. 
Hệ quả. Nếu c Ì ab tà c. a nguyên tổ cùng nhau, thì c| b. 


Chúng mình Vì c. a nguyên tố cùng nhau nên theo bố để 5 
có r. s € 4 sao cho 


1 = ng? +5. 
Nhân hai vế của đảng thức với b 
b = abr + bòcs. 


Vì c ` nên có q € A sao cho øb = cạ Do đó. 
bn= cự ~ bạ 


tạ 
Bổ dề 6. G:š sử x iàồ mộ? phần ?Z 5t kha quy cà a là một 
&: Thẻ thì hoặc x Ì a hoặc x tè q là nguyén tố 
Cùng nào. Xo “% 
Chưng mình. Vị x là bất khả quy nên các ước của + là các 
phấn tử liên kết với r và các phần tử khả nghịch. do đó một 
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ước chung lớn nhất của x và a chỉ có thể là một phẩn tử liên 
kết với x hoặc một phần từ khả nghịch. Trong trường hợp thứ 
nhất ta có z | a, trong trường hợp thứ hai x và œ là nguyên 
tố cùng nhau. 


Bổ đề 7. Giá sử x là một phần tử khác 0 uà không khẻ 
nghịch. Các mệnh đề sau đây là tương dương : 
8 8 

a) x là bất khả quy 

b) z | ab thì x | a hoặc + | b. 

Chứng mình. a) kéo theo b). Theo bổ đề 6 ta có hoặc + | a 


hoặc xz và ø nguyên tố cùng nhau. Nếu z và a nguyên tố cùng 
nhau theo hệ quả của bổ đề 5 ta có x | b. 


bì kéo theo a). Giả sử œ là một ước của x, thế thì có 
b € A sao cho 


x = db. 

Vì z | z. nên z | ab = x. Theo b) x | ơø hoặc x | ở. Nếu 
xz | a thì kết hợp với z | zx ta có z và a liên kết. Nếu z | Ð 
thì kết hợp với b | x ta có x = uô, u là khả nghịch. Do đó 

x = dồ = tt. 


Nhưng +z # 0, nên b z O0, do đó ta suy ra d = ư vì A là 
miền nguyên. Cho nên một ước œ của z chỉ cớ thể hoặc là liên 
kết với xz hoặc là khả nghịch, vậy x là bất khả quy. 


Bổ đề 8. Trong một họ không rồng bết kỳ F những idêon 
của A sắp thứ tự theo quan hệ bao hàm, có một iđêøn M của 
họ F là tối dại trong F (ch I, $2, 3, định nghĩa 7). 


Chứng mình. Giả sử I„ là một iđêan của FƑ. Hoặc ï_ là tối 
đại trong F và như vậy là xong, hoặc có một iđêan j¡ của F 
sao cho Ï¡ z# I„ và Ï¡ 2 I. Nếu ï¡ là tối đại trong F thì thế 
là xong, nếu không ta lại có một iđêan Ï, của F sao cho 
1, # l¡ và I, Đ I¡. Tiếp tục quá trình này, hoặc là ta được một 


iđêan ẤM của Ƒ tối đại trong F, hoặc là ta được một dãy vô 
hạn những iđêan phân biệt trong Œ' : 


lạ cuc, e1u,c5. 
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Ta giả sử trường hợp sau xảy ra. Gọi 7 là hợp 
I=Uï, 
ncwN 

Dễ dàng thấy 7 là một iđềan của A. Vì A là một vành chính 
nên iđêan ï được sình ra bởi một phần tử z € ï. Theo định, 
nghỉa của hợp, có một số tự nhiên n sao cho x € I„. Điểu này 
kéo theo ï C ï„ và do đó !„ = I„,,, mâu thuẫn với giả thiết 
các iđêan của dãy là phân biệt 

Định lí 1. Giả sử x là một phần tử khác 0 uà không khả 
nghịch. Thể thì x có thể uiết dưới dạng 


(2) x = Ppự;.... Dạ 
với các p,, ¿ = \,..., n, là những phần tử bất khả quy. 


Chứng minh. Gọi Ƒ là tập hợp các phần tử không khả nghịch 
xz # 0 sao cho rx không viết được dưới dạng (2). Ta hãy chứng 
minh F = @Ø. Giả sử F' # @Ø. Ta kí hiệu bằng # họ các iđêan 
Az với x € F. Theo bổ đề 8, F có một phần tử m sao cho Am 
là tối đại trong #. Trước hết m không bất khả quy, vì nếu m 
bất khả quy thì m có dạng (2). m không bất khả quy thì m 
có ước thực sự, chẳng hạn ø là một ước thực sự của m, điều 
đó có nghia là có ö € A sao cho 

m = dò 


Như vậy ö củng là một ước của m, ở không thể là khả 
nghịch vì sẽ kéo theo a liên kết với m, b không thể liên kết 
với m vì sẽ kéo theo ø khả nghịch, do đó ö phải là ước thực 
sự của m. Vì a và ð là những ước thực sự của r, nên theo bố 
để 3 và hệ quả của nó ta có ' 


Am C Aa, Am z Áo 


Am C Ab, Am z Ab 


Do Am là tối đại trong # nên 4a và A6 không thuộc #, do 
đó a và b không thuộc FƑ ; a và b đều khác 0, khác khả nghịch 
và không thuộc #, nên a và 6 phải viết được dưới đạng (2) 
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#8 =Pn...Pp 
bö= Pị+\ = Pạp 

điểu này kéo theo 

m= dồ = Pq -. PP¡+t ©- Pạ 
mâu thuần với m € F. 

Định lÍ 9. Giả sử 

x = PỰ; -- Pm = 44; - đụ 
UỐI PỊ, -.; Pm›: 9ị: --v qạ là những phần từ bất khả quy. Thế 
thì m = ny uờ uưới một sụ đánh số thích hợp ta có 
dị; = uÐ,, L = 1,..., m. 


Chứng mình. Theo bổ để 7 nhân tử bất khả quy p, của z 
phải là ước của một g, nào đó. VÌ A là giao hoán nên ta có 
thể giả thiết rằng p, là ước của g,. Nhưng q¡ là bất khả quy, 
nó không có ước thực sự, do đó p, là ước không thực sự của 
qy Thêm nữa p¡ không khả nghịch, cho nên phải cớ p¡ và q¡ 
liên kết, tức là g; = ưự?, với ⁄¡ khả nghịch. Như vậy ta được 
PIÐP; -- Pm = HỊP(8; -- đạc 

VÌ pị z# 0 ta suy ra 

| Pè ++ Em (S5 Sn: 

Theo bổ đề 7, p, là ước của một q, nào đó với ¿ > 2. Ta có 
thể giả thiết rằng p; là ước của g;ạ Do đó ta được q; = 1P; 
với u, khả nghịch. Như vậy ta được 

P‡?3 -- P„ = U22; .. đạc 

VÌ p, z Ú ta suy ra T 

P3 tung ® HN. nhện: 
Sau khi đã lập lại quá trỉnh đó m lần, ta được m < n và 


Ì = uy... „mm +¡ =- đạc 
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Ví qạ„ khỏng khả nghịch nên ta phải có m = n. 


Như vậy định lí 1 cho ta biết mọi phần từ x # 0 không khả 
nghịch của một vành chính đều có thể phản tích thành tích 
những phần từ bất khả quy và định lí 2 cho ta biết sự phân 
tích là duy nhất nếu không kể đến các nhân từ khả nghịch. 

Ví dụ. Trong vành các số nguyên Z ta có 

=2..3. 3 = (-213 (-3ì = (4-3-3)... 

Gọi K là trường các thương (ch III, §2 3) của vành chính 
A, thế thì mẹ phần tử œa € K đều có thể viết dưới dạng œ = dœÐ 
với a, ð € AÁ nguyên tố cùng nhau Thật vậy giả sù œ = a', 
với g6, b` € A Gọi đ € A là ước chung lớn nhất của ø` và 
»ð” ; ta có 4” = ad và b' = bd, với œ b € A. Hiển nhiên d, 
b nguyên tố cùng nhau và œa = œ#. 

Bảy giờ ta hãy chứng mình một tỉnh chất số học quan trọng 
khác của vành chính ngoài tính chất đã cho ở định lí l. 

Định lí 3. Giá sử K là trường các thương của cành chính 
A, œ € K là môi nghiệm của đa thức 

fx#) = x” +a„_g”” +... + ar +d, (dị G AI). 

Thể thì œ € +4. 

Chứng minh Theo như trên ta có thể viết œ =aÐÙ, với a b CA 
nguyên tố cùng nhau. Vì /{qœ} = Ô nên ta suy ra sau khi thay 
¿ bằng œb và nhản với 6` : 

a`®+ b(a„a"! +. + a,ab*~" + a,°®* > 0 


Như vậy b chia hết ø” : vì b nguyên tố với œ nên áp dung 
liên tiếp hệ quả của bỏ đế ð5 ta được ð chia hết a. Do đó ð là 
một phần từ khả nghịch của .1. tức là 5 Ì € A. điều nây kéo 


theo.c = ` ` 6€ 1+ M6 .i 
Từ tỉnh chát của vành chỉnh cho bời định lí 3. ta định nghĩa : 


Định nghĩa 6. Giả sử X là trường các thương của một miền 
nguyên 4 Nếu mọi œ € X là nghiệm của một đa thức có dang 
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fƒ&) = 1 +a 


V. ˆ +... +gx + da, (a, € A) 
đều thuộc 4, thì Á gọi là uành đóng nguyên. 

Khái niệm vành đóng nguyên đóng vai trò quan trọng trơng 
lí thuyết số. 


Chúng ta mới chỉ đưa ra một ví dụ về vành chính, đó là 
vành các số nguyên Z, trong khi các tính chất của vành chính 
rất phong phú và được sử dụng nhiều trong toán ; khó khăn 
cho ví dụ về vành chính nầm ở chỗ chúng ta chỉ mới nám được 
những khái niệm ban đầu của môn Đại số. Bây giờ ta hãy cố 
gắng dưa ra một ví dụ thứ hai về vành chính. 

Ví dụ 2. Xét vành các số nguyên Gaoxơ : 

A = Z(] = {œ + bi |a, b 6 Z7} 

Chúng ta hãy chứng minh A là vành chính. Muốn vậy, chúng 
ta hãy nhắc lại khái niệm mô đưn của một số phức z = a † đi, 
œ 8 @ R, kí hiệu |z| : |z|{ = eˆ + Ø', (z{[=0 œaø = Ø = 0) 
mà trong trường hợp z € A, thì |z|? €N 
nghia là |zl? là một số tự nhiên. Thêm nữa, ta thấy ngay 

Qữ] = (z + đi| z, đ 6€ Q) 
là trường các thương của Á. Trên trục số, ta cũng thấy ngay cho 
một số hữu tỉ œ, bao giờ ta cũng tìm thấy một số nguyên a sao 


1 
cho | - a] < 5 Do đó ta có thể khẳng định được rằng : 


Œ)vx€ Q32 € A, lx-z|l2< g <L 


Bây giờ ta hãy lấy một iđêan I không tầm thường của A. 
Tập hợp 
xX=(lzl?|0zze1) 


là một bộ phận khác rỗng của N và không chứa 0. Vì N sấp 
thứ tự tốt, nên X có phần tử bé nhất, gọi u là số phức thuộc l 
-^s##-cho-|¿|? là số tự nhiên bé nhất của X..Xét một phần tử tùy 
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Ý+ € 1 Hiển nhiên — € Q [ï}. Theo khẳng định (*), tổn tại 
z € A sao cho 


b 
—— 1 
lu 2 < 
hay | - zu{ˆ < |u|` 


Nhưng u. t € Ï, z € 4. vậy c - zư € ï Mặt khác |u|ˆ 
là. phần tử bé nhất của X. nên t - zu = 0. hay +: = zư. hay 
ï = Au. Vậy 4 là vành chỉnh. 


BÀI TẬP 


1. Trong vành đa thức R [rx} với R là trường số thực. chứng 


minh các đa thức ơœr +öx + c với ðˆ — 4œc < Ò là những đa 
thức bất khả quy. Điều đó có còn đúng nữa không nếu coi các 
đa thức đỏ thuộc vành € [r]} với C là trường số phức 2 

®. Xét vành đa thức X [x] với K là một trường. 

a)' Chửng minh rằng mọi đa thức bác nhất của K†r] đều là bãi: 
khả quy. Nếu K là một miến ngưuyẻn thì điều đó còn đúng không ? 

bì Chứng minh ràng các đa thúc bậc hai và bậc ba của K[r] 
là bất khả quy khi và chỉ khi chúng không có nghiệm trong Ẩ. 


$: Trong vành Z{r} với Z là vành các số nguyên. xét xem 
các đa thức sau đây có phải là bát khả quy hay không 


Èx. = 3r ba 3. 
#1 = r + 1. 
hx. = xe + 3x - 3 
4. Già sử œ. 3 là hai phản tử của một vành chính 3. nguvén 
tố cùng nhau. Chứng minh iđêan sinh ra bời c và 3 chính là 4 
Š. Già sử ¬ 'à một phần tử khác 0 của một vành =hính 4 
Chứng minh r i3 bất khả quy khi và chỉ khi 3o là iđêan. tối 
đại ;b 1II, š§ì. bài tập l‡: 
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6“ Trong một vành chính chứng minh các iđêan nguyên to 
(ch II, §1, bài tập 14) khác {0} là các iđêan tối đại. 

7. Chứng minh một trường là một vành chính. 

8. Vành thương của một vành chính có phải là một vành 
chính không ? 

9. Vành con của một vành chính có phải là một vành chính 
không 7? | 

10. Vành Z[x] có phải là một vành chính không ? 

11. Già sử A là tập hợp các số phức có dạng a + bý-3 với 
aq, be€Z. 

a) Chứng minh rằng A cùng với phép cộng và phép nhân 
các số phức là một miền nguyên. 

b) Chứng minh rằng 2, I + V-3, 1 - ~—3, là những phần 
tử bất khả quy của A. Từ đó suy ra A không phải là vành 
chính. 


12. Chứng minh vành 
A ={a+bi 2 la b € 2) 
là chính 
18. Giả sử œ và ở là hai phần tử của một vành chính có 
dạng phân tích như sau : 
đ = pỊ\ p2: .. pạn 


b= ph pổ: .. ph 


trong đó các p, là những phần tử bất khả quy, các œ, và ổ, là 
những số tự nhiên, ¡ = I,... . Chứng minh phấn tử 
j € )EGI - ,) ptir(a; - 8;) Ỷ pm, - 8.) 


là một ước chung lớn nhất của œ và b„ trong đó min(z,, 8,). là š 
phần từ bé nhất của (z, ổ,}, ¡ = ]1,... n. 
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§*?. VÀNH OCLIT (EUCLIDE) 


3. Vành Ơclt 


- Định nghĩa l. Giả sử A là một miến nguyên, A` là tập hợp 
các phần tử khác 0 của A. Miền nguyên Á cùng với một ánh 
ra tgui là ảnh xạ Ơclit/ 


ỏ:Aˆ=N 
từ A” đến tập hợp các số tự nhiên N thỏa măn các tính chất : 
19 Nếu b|a và a # 0 thỉ ó(bì < ó(g) ;y 
#° Với hai phẩn tử œa và ö tùy ý của A, b # 0Ú. có q và r 
› thuộc ¿4 sao cho œ = bqg + r và ð(r)ì < ð(b) nếu r z 0; 
gui là một rùnh Ociit. 
Phần từ r gọi là dư. Nếu r = 0 thì b chĩa hết a và theo 1° 


ta có bì < ốt(a), Như vậy điểu kiện cần để một phần từ b 
là ước của một phần từ a z O0 là ốtb` < ðt(a) 


Người ta bảo một vành Óclit là một vành trong đó có phép 
chia với dư. 
Ví dụ. 1) Vành các số nguyên Z cùng với ánh xạ 
ð: Z  =+N 
n => |n| 
bà một vành Ócliit. 
2?! Vành đa thức X (z], với X là một trường. là một vành 


gclit. Ánh xa ổ ở đây là ánh xạ cho tương ứng với một đa thức 
ƒz, = 0Ô bậc của nó. 

3: Vành các số nguyên Gaoxơ là vành clit với ôœ\ = |zÍˆ 
Tính chất 1° của Định nghỉa I nhìn thấy để đàng. còn tính 
chất 2° có thể dựa vào chứng minh trong vị dụ 2 của ‹§1. 2ì 

Dịnh H 1. Nếu 4 là một dành Ocbt thì AÁ là mộc cành chỉnh. 

Chứng minh. Ta hãy chứng mính mọi iđêan của 41 là chịnh. 
Giả sử ï ìà một iišan của 1. Nếu ï = {O} thì 7ï là iđềan sinh 
ta bởi 0. Giả sử ƒ = {0}. Gọi a là phần tử khác ÔÒ của Ï sao 
cho #:z' là bé nhất trong tập hợp ót(”!, ?” là tập hợp các phần 
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tử khác Ó của ï. Giả sử zx là một phần tử tùy ý của 1. Theo 
tính chất 22 ta có qg, r € A sao cho 


x1 = dg +ếr 

Vì a, x € Ï, nên r = x~ ơq € ï_ Nếu r # 0 ta có ô(r) < ỗí(a), 
mâu thuần với giả thiết ð(ø) là bé nhất trong ðŒ°). Vậy r = 0 
và Ï = Aa.ắMN 

Ta đã biết trong một vành chính, ước chung lớn nhất của 
hai phần tử a và b bất kỳ tồn tại (§1, 2, bổ đế 4). 

Nếu A là một vành Óclit thì không những ước chung lớn 
nhất của hai phần tử tồn tại, mà ta còn có thể thực hiện những 
phép chia (với dư) liên tiếp để có ước chưng lớn nhất. Điều đó 
dựa trên bổ đề sau đây : 

Bồ đề 1. Giả sử A là một uành chính, a, b, q, r là những 
phân tử của A thỏa nrấn quan hệ 

øơ =bòq+ứr 

Thế thì uóc chung lón nhất của œ 0à b là ước chung lón 
nhất của b uà r. 

Chứng mình. Gọi ï là iđêan sinh ra bởi a, b và / là iđêan 
sinh ra bởi 6, r. Từ ø = bq +r, ta suy ra œ € v, do đó ï C d, 
Từ r = đ~ bq, ta suy rar €C ï, do đó j C ?ï. Vậy ? = J. Nhưng 
4 là một vành chính, nên tồn tại ở € I sao cho Ađ = 1. Theo 


bổ đề 4 của (§1, 2), ở là ước chung lớn nhất của ø và ö. Nhưng 
ï = ở, nên ở cũng là ước chung lớn nhất của b và r 


Bây giờ giả sử A là một vành Ớclit và ta đặt vấn đề tìm 
ước chung lớn nhất của hai phần tử ø, bò € A. Nếu a = 0 thì 
rõ ràng ước chung lớn nhất của ø và 6 là b, vÌ vậy ta hãy giả 
sử cả ø lẫn ð đều khác 0. Thực hiện phép chia ø cho b ta được 

œ = bq¿ + rợ với ð(r,) < ð(b) nếu r„ z 0 

Nếu *„ # 0 ta lại chia b cho rụ : 

bò = rọqi +rị với ð(r)) < ðŒ,) nếu r # 0. 
Nếu r, # 0 ta lại chia rọ Cho 7¡ : 


cTạ = ng; + ry với ð(r;) < Ô(r) nếu r, z 0. 
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Quá trình chia như vậy phải chấm đứt sau một số hữu hạn 
bước vị dãy các số tự nhiễn 
ðtÉ} > ðưừ¡ > ðưi,t >ốt-!.. 


không thể giảm vô hạn. tức là sau một số lần chia. ta phải đi 
tới một phép chia mà dư bàng 0 


F.c_ ¡ = PFựíq. vở 0 


Áp dụng bổ đề 1 ta có r, = ước chung lớn nhất của r, và 
0 = ước chung lớn nhất của rÔ._ , và r. = ước chung lớn nhất 
của r,_ „ và, _, =... = ước chung lớn nhất của r, và r„ 


= ước chung lớn nhất của r_ và rị = ước chung lớn nhất của 


b và r  = ước chung lớn nhất của ø và È. 
Vĩ dự. Tìm ước chung lớn nhất của 
ƒx =x Ủy tư cự +2 - | 
và ấx. = x - 3v +x  +2y { 1Ó 
Trước khi thực hiện các phép chia liên tiếp ta hãy nhận xét 
rằng ước chung lớn nhất của œ và ở bằng ước chung lớn nhất 
của ` và 5. với œ` lên kết của da. Bây giờ ta chia #x, cho g1 


x”h— 2x Tự) ¬x +Øy ƒ ] |x ¬ r +r + 2x 1 
= —Ể==Ƒ=Ƒ=Ƒ——————ễ 
r*h - rổ —r + 2y — x - 


~?#x ~ 4x) ¬ xr - 3r” + 8 r -— 1 
ˆ— 4r +9 


b 
Ẳ, 
Ù 
tý 


dr” — Tr —r + - 3 
Ta nhận thấy rằng nếu chia Ø1. cho 
r\x = 4x) — TrỶ — x + Tx — 3 ta sẽ bị hệ số phân. do đó áp 
dụng nhận xét trêr ta chia 4g⁄x/ cho r (1ì. 


ˆ ¬ 


$j TC — 122 + $1 ~ Šc — 4 4x” ~ 7x” = KV ~ 7E — 3 


ZxŸ — 11x) — 3rˆ + llx — 4 
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Theo bể đề ] ước chung lớn nhất của 4g⁄+; và r„(x) bằng 
ước chung lớn nhất của 7x — 11x ~ 3x2 + 11x — 4 và r„(x). Nhưng 
nếu chia 7x — 11x? — 8x? + 11x — 4 cho r„(x) ta sẽ bị hệ số phân, do 
đó áp dụng nhận xét trên ta chia 4(7x — 11x” — 3x” + llx ~4) 
cho r„œ). 


28x — 44x? — 12x? + 44x — 16 4x9 — T1? — 1x2 41. =8 


28x“ — 40” — 17x? + 49x — 21 7 


Bxì - 6x? — lx + õ 
Đáng lẽ chia r (x) cho ru) = 8x” - 5x” - ðx + ð, ta chia 


1 
r„(x) cho s n@) để tránh hệ số phân 


4x2 — 7x? — x? + Tx — 3 x”—xz°—x+] 


4x° — 4xÌ — 4x? + 4x 4x - 3 
-8x” + 8x? + 3r - 3 
— =8r) + 8v? + 8y =8 
0 


Vậy ước chung lớn nhất của fx) và g(z) là x” —=x”—x +1. 


2. Ứng dụng 


Bây giờ ta hãy áp dụng các kết quả đã thu được về vành 
chính và vành Oclit để nghiên cứu vành đa thức Klz] với K là 
một trường, l 

Trước hết các phần tử khả nghịch của X[z] là các phần tử 
khác 0 cửa K. Các đa thức liên kết của đa thức Øfx) là các đa 
thức cơ dạng afx/ với 0 # a € X, Các đa thức bậc nhất ax + b 


là bất khả quy, chúng có một nghiệm duy nhất ~— : trong K. 
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Đó là các đa thức bất khả quy duy nhất có nghiệm trong Ấ. 
Các đa thức bất khả quy khác nghĩa là các da thức bất khả 
quy có bậc lớn hơn 1 không có nghiệm trong K. Thật vậy giả 
sử p(x/ là một đa thức bất khả quy có bậc lớn hơn Ì và có 
một nghiệm c € X. Theo (Chương IV, §l, 4, hệ quả của định 
lÍ 4! píx; chia hết cho z - c 
pt(1) = 4 ~ c¡ q4. 

Vì bậc (pí+/) > 1 nên bậc (gx/) > l, do đó r - c là ước thực sự 
của píx/, mâu thuẫn với giả thiết píx/ bất khả quy. Theo (§1, 2, 
định H l! mọi đa thức /@#x) có bác > Ï có thể viết dưới dạng 
sau, sai khác một nhân tử khả nghịch. 


'fœ) = (se + b,)”!.. (gx + b,)”p,(x)”t .. px)” 
trong đơ các œx + ð,, ¿ = 1,..., È là những đa thức bậc nhất 
không liên kết, các p/œ) „J7 = ],..., Ù là những đa thức bất khà 
quy có bậc > 1 không liên kết, các m„ và n, là những số tự 
nhiên. Nếu các m, đều bàng 0 thì ta bảo rằng Ø#z/ không chứa 
nhân tử tuyến tính. Việc chứa bay không chứa nhân tử tuyến 
tính khiến cho /íx/ có nghiệm hay không trong K. Thật vậy giả 
sử e C K, ta có 
Ñ€) = (pc + b,)”'... (qạc + b,)”p¡(€)”:.... pc)”. 
Vì các píc) # 0, j = I,.., ỉ, nên Ø#c/ = 0 khi và chỉ khi c 
b, 
Ìà một trong các phần tử — “ ¡ = l1,.., &® Thêm nữa áp 


dụng định lí 2 (§1, 2) về sự duy nhất của dạng phân tích ta 
có : nếu #z/ chứa nhản tử tuyến tính øœx + ở, với lũy thừa m, 


° b, 
thì Ø#x/ chia hết cho (x + —) ” và Øx) không chia hết cho 


¡. "lĐ) h b 
tr xe) "Ô*! Đọ đó — = là nghiệm bội cấp m, của /Øx/. Đào 
¡ 
lạ già sử c là một nghiệm bội cấp m của ƒz), thế thì vì Øz/ 
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chia hết cho (x — cÝ” và không chia hết cho (x - cự đu tu 


trong dạng phân tích của Øœ/ phải có nhân tử tuyến tính x ~ c 
với lũy thừa là m. Kết luận : các nghiệm của /“x; trong K 
cùng với số bội của chúng được cung cấp bởi các nhân tử 
tuyến tính và lũy thừa của chúng trong dang phân tích #x; 
thành tích những đa thức bất khả quy và đảo lại. Vì 


bậc fffx)/ > mị + m„ +... + mụ 
nên ta có 


Định lí 2. Giả sử ffx) là một đa thức bệc n > I của uành 
Kix], uói K là một trường. Thế thì ƒ(x) có không quá n nghiệm 
trong K, các nghiện có thể phôn biệt có thể trùng nhau. 


Nếu dạng phân tích của f(x) chỉ chứa những phân tử tuyến 
tính 
f4) = (ax + b,)”t... (q# + b,}”k 
thi lúc đó 
n= bậc fx) = mị +... + mụ 
và số nghiệm của Øz) trong X bằng số bậc của ƒíx). Giả sử ta ở 
trong trường hợp này, gọi ơi, đ.,.., œ, là n nghiệm của ƒíx; trong 
Ẩ, các nghiệm có thể phân biệt có thể trùng nhau, và giả sỬ 
(1 ƒ&) = c#” + ca"? tu, 6a 
ƒŒ) phải có dạng phân tích là 
f4) = cạ(x — aj\& ~— a;) .. (X — a„). 
sau khi nhân các đa thức x — œ,,1 = 1,... ñ, ta được 


(2) fœ) = c" - z1 (2#; tự ta.) + 


+ 1x"! (xa, +ay¿đ, +... + 


" 
13 n¬tSn) + .. + (-l) gi v2 Ta 2] 


öðo sánh (1) và (2) ta được công thức Vietơ - 


€Cị 
tay +t.. ta = = = 


n c 
rì 


bỏ 
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Ta nhận thấy rằng các vế trái của các cöng thức trên chẳng 
. qua là các đa thức đối xứng cơ bản của các phần từ ơi, Zđ›..... 

z„ (ch IV §2 3). 

Bây giờ ta rét một đa thức bất khả quy Ø‹z) có bậc lớn hơn 
I của vành X{Ír]. Theo như trên đã nói, píz: không có nghiệm 
trong K_ Ta hãy đặt vấn đề xây dựng một trường E chứa K 
như một trường con sao cho p⁄r: có nghiệm trong E. 

Định lí 3. Giả sử 

B2) = œ, +dx T.. +a„r” (ï > HÌ 

ià một đa thúc bđ¿ khả quy của cành K1? Thể thì cô một trường 
E rác định day hết ly lai một đẳng cếu; sao cho 

li Ä ià một trường con của E. 

2ì pr: có một nghiêm 8 trong E. 

3ì Mọi phần ( + € E riế duy nhố: dưới dạng 

z=h +) ~+ . nb. 0U).b €Ki¿=0....n 


Chứng mình, Gọi ï là iiãan xinh ra bởi z+.. ï là tối đại ‹$§], 
bài tập ð'. Như vậy vành thương Ê = K17! là một trường 
(chlTL §1. bài tập l‡' Ta cũng cö thể chứng mịinh E là một 
trường một 4-h trực tiếp như sau Ê rô ràng là một vành giao 
hoán có đơn vị là Ì ~ J khác phần từ 0 + Ï ; ta hãy chứng 
minh mọi chẩn tử Z1 — ï = 0 ~ Ï có nghịch đảo trong £Ê. Vì 
#x + ï = 0 ~ Ï nến Ýxr không phải là bội của ø⁄r:. do đó ƒx: 
và 2x nguyễn tŠ cùng nhau t§i. 2. bố đề 6' Theo (É1, 2 bổ 
đề 5. tần tai "x. g1 € Kr sao cho 


l4: 


f4) r(x) + pí(x) q(x) = 
T suy ra Ớx) + Dứ(x) + 1) = fx) ríx) + I = 1 + 
_Bây giờ ta xét toàn cấu chính tắc 
h : Kix) > Kặ⁄I 
ƒ&) => f&) + 1. 
Thu hẹp của h vào K là một đồng cấu 
h:K—=KU/1 
mà ta hãy chứng minh nó là nh cấu. Thật vậy, giả sử 
ø, b € K sao cho 
q+l=b+] 

Vậy a — b €G ï, tức là ø - ò là một bội của píc), điểu này 
chỉ cớ thể xây ra khi ø - b = 0. Z là một đơn cấu, cho nên 
ta hãy đồng nhất các phần tử a € K với 5(a) € K[x]l⁄I = È 
Do đó K là một trường con của trường E. Ta kí hiệu 
hỨ(œ)) = f@œ) + I1 = ƒŒð. Với kí hiệu này ta có 


PBŒD = đ, + dữ +... +a..? = 


Nhưng ta đã đồng nhất các phần tử œ € K với 
R(œ) = h(œ) = œ cho nên ta có thể viết 


8, + aØ +... + a8) = 


trong đó Ø = z. Vậy 6 € EÈ là một nghiệm của p(+). Cuối cùng 
một phần tử tùy ý của E có dạng ƒŒ@} với f) là một đa thức 
của .KíxJ. Lấy fx) chía cho p(x), ta được 


fx) = p(x) q(%) + ríx) 


với r&) = b„ + bự +... +ò„_ 3 "”” b„, b,.... b„_¡ 6 K, không 
nhất thiết khác 0. Lấy ảnh của ƒœ) bởi h 

fŒ) = P@ữ) + rữJ = 0 + rũ) = 

= Bạ +Bữ +...+B„ 2z Ì mòy +Ôy8 +... +ồ„ ¡071 


Hai phần tử 
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fŒ) = b„ + b8, +... + b Ø1 


- 


và ZŒ) = c„ + cỡ +... +te„ ¡Ø9 
bằng nhau khi và chỉ khi ð = c., ¡ = 0,....n — 1. Thật vậy 
gà sử ƒx] = zG). Ta có 

(„ — c2) + (@ð, — c0 +... + („2 —Ẵằ ¡6 9” =0 
tức là đa thức 

(„ — c2) #* (bị -eg +... + „ng -, 

là bội của p(r) Điều đó chỉ xảy ra khi và chỉ khi các hệ từ của 
đa thức bằng 0, nghỉa là b, = c,,¿ = 0,...,n — 1. 

Như vây ta đã chứng mỉnh xong sự tồn tại của trường E. 
Giả sử bây giờ có một trường E' cũng có các tính chất 1°, 2°, 
3° Gọi Ø là một nghiệm của p(x) trong ` Ta hãy xét đồng 
cấu ø xét trong (ch IV $1, 5, định lí 5) 

£ : Kì —E 
fœ) ¬fGŒ) 

Ta có p(x) € Kenge. Mạt khác K[r] là một vành chính nên 
Kerg sinh ra bởi một đa thức p`(z). Vĩ œ không phải là đồng 
cấu 0 nên RKer œ z Kir] do đó p(z) không khả nghịch. Kết 
luận p(zr) và p'(x) phải là liên kết, do đố Kerp = ï. Thêm nữa 
do tính chất 3°, E' C Img = XI?]. vậy É” = Img, và ta cố 
là toàn cấu. Ấp dụng định lí 13 cèa (ch III, §1, ð) ta có một 
đơa cấu Ƒ : K[r] ï -> E' sao cho tam giác 


: l 

Ki) > E 
P L2 
Ktr] I = E 


là giae hoán Nhưng ở đây vì g là một toàn ánh nên ÿ cũng là 
toàn ánh do đơ £ là một đẳng cấu Đảng cấu Ø được xác định 
bởi : 
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n—l 


b„ + bị0 +... + b„ ¡Ø1! vxb, +8 +... Mắc s ớN, 
nó giữ nguyên các phần tử của và biến Ø thành 6”. Ta đã 
chứng minh xong tính duy nhất của trường E. 


Ấp dụng định lí 3 cho X là trường số thực R, p2) là đa 
thức x” + 1, ta được E là trường số phức C trong đó các phần 
tử có đạng ø + bỉ, với a, b € R và ¡ là một nghiệm của 


z? + 1. Vì C = R/x//I, I là iđêan sinh ra bởi xz” + 1, nên phép 
cộng và phép nhân thực hiện như phép cộng và phép nhân đa 


thức với chú ý là j? = —1. 
Ta có 
(œ + bj) + (e + đÒ 


ø +c +(b +địi ; 
dc + (dd + be) + bdÈ 
äạc — bd + (ad + be)i. 


Tu hn thể xây dựng trường số phức C bằng cách lấy tích đề 
các R2 và xác định hai phép toán cộng và nhân trong R” như 
sau : 


(a + bò (e + đò 


(2a, b) + (œ, đ) = (a +c,b + đ); 
(a, b).. (e, đ) = (ac — bởd, ad + bc). 


Dễ dàng chứng minh rằng R? cùng với hai phép toán trên 
là một trường. Sau đó, bằng đơn cấu 


R >Rˆ 

g => (d, 0) 

ta đồng nhất œ với (a, 0) và đật ¡ 

?= (1, 0) 

Vậy ¡ là một nghiệm của đa thức x2 + l = 0. Cuối cùng ta 
tìm thấy đạng quen thuộc của các số phức bằng cách viết 
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (e,0) + (,0) (0, l = a + bí. 


Hệ quả. Giả sử fíx) ià một da thúc có bậc n > 1 của 0oành 
da thúc K[xj Thể thì bao giờ cũng có một trường chứa K như 


(0, 1), ta được 
=1. 


II 
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một trường con soo cho ƒ(x) có dùng n nghiệm trong đó, các 
nghiêm có thể phân biệt hay không. 

Chứng mình, Gọi p(x) là một nhân tử bất khả quy của /{) 
có bậc lớn hơn ! (nếu các nhân tử bất khả quy của ƒ(Œ) đều 
bậc 1 thì ƒ{xr) có các nghiệm trong K và vấn đề được giải quyết 
xong). Ta xây dựng trường E như trong định lí 3, đa thức p(z) 
có nghiệm trong E, do đó #1; cũng vậy. Nếu ƒ(x) có n nghiệm 
trong E thì vấn đề được giải quyết xong, nếu không /iz) phải 
có dạng 


f#) = œ —e))”:... œ — c)”x nœ) 
với c, € E,¡ = Ì,..., È, và fñ@œ) € Eũl với ! < bậc f@) < 
bậc ƒr.. Ta lại mờ rộng trường È thành trường È, để ƒ() có 
nghiệm trong E,. Ví bậc của các đa thức là bữu hạn nên sau 
một số bước hữu hạn mở rộng ta phải được một trường È, trong 
đo #1. cố n nghiệm § 


Chủ ý. Giả sử ƒx/ € K/r) Ìà một đa thức có bậc n lớn hơn 
1 và E là một trường mở rộng của trường K (nghỉa là K là 
trường con của Ê) sao cho #1; có n nghiệm. phân biệt hay 
không, trong E. Các nghiệm e,....,¿, thuộc E, nhưng theo 


còng thúc Vietơ, các đa thức đối xứng cơ bản của các phần tử 


œy,.... œ„ bao giờ cũng thuộc K. Vì vậy nếu gí(œ,..... e„) là 
một đa thức đôi xưng của các phần tử Gì s2ssðs. „thì 
g(z¡ ..... œ„) là một phần từ thuộc Ã theo định lí 4 của (ch 
TV §2 3ì 


Vĩ dụ. Xét đa thức #x: € Qíx). Q là trường số hữu tỉ. 
fœư) = xỉ —x -2= œ + tì ~ 2). 


Các đa thức xˆ ~ 1 và xz` — 2 là những đa thức bất khả quy 
của Q[x) Ta hãy mở rộng Q theo phương pháp của định lì 3 
để x ~ 1 co nghiệm. Gọi Q¡ là trường mờ rệng đó với ¡ là 
mêt nghiệm của x + 1 Vi ¬€ Q6). nên Q (1 chứa hai nghiêm 
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của z? + 1. Bây giờ ta lại mở rộng Q@) để +? — 2 có nghiệm. 
Gọi Ý2 là một nghiệm của x? — 2 và kí hiệu bàng Q() (2) 


sò gi mở rộng đó, ta được hai nghiệm của +” - 2 trong 
Q( (V2). Như vậy trong trường Q) (V2), ƒZ@) có bốn nghiệm. 
là ¿, -¡, V2, - V2. 


BÀI TẬP 
1. Chứng minh rằng vành gồm các số phúc có dạng 
a + bi{Ö với a,b € Z là một vành Oclit. 
2. Chứng minh một trường là một vành Óclit, 


3. Giả sử A là một vành Óclit. Chứng mỉnh A là một trường 
khi và chỉ khi ổ(+) là hằng với mọi x € A”. 


4. Giả sử A là một vành Óclit với ánh xạ Óclit 
ỗ : A' =N. 
Chứng mỉnh tồn tại một ánh xạ Óclit ở” 
ở :AẺ>N 
sao cho ở(A”) = {0,...,n},n >0 
hay ổ(A*) =N 
5. Giả sử A là một vành Ơclit với ánh xạ Oclit ở. Chứng. 
minh ở(z) là phần tử bé nhất của ó(A”) khi và chỉ khi u khả 
nghịch trong A. l 


6. Giả sử A là một miền nguyên. Chứng mình điều kiện cần 
để A Óclit là tồn tại một phần tử không khả nghịch z € 4 
sao cho mọi lớp của A/(+x) có một đại diện hoặc khả nghịch hoặc 
bằng 0 (đưa ánh xạ Óclit ổ của A về ánh xạ Ơclit ố' trong bài 
tập 4 và kết hợp với bài tập 5ð). 


#. Chứng minh vành 


z hs CÊP) láa cz) 
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không phải là vành ơclit bàng cách áp dụng bài tập 6. (Người 
ta có thể chứng minh Z E=“= là vành chính, nhưng ở đây 
chứng ta không làm vì thiếu quá nhiều khái niệm của đại số). 
8. Giả sử /Œ@) = 1 +x +z2+xr +] 
øGŒ@) = z) + 2% +x +1 
4a) Tìm ước chung lớn nhất của fíx) uà g(x) trong Q/xJ 


bì Tìm ước chung lớn nhất của ƒZz) và gít) trong Z/32zj 
trone đó Q là trường số hữu tỉ Z/3Z là trường các số nguyên 
mod 3. ` 


9 Giả sử - 
R@V=Š) = {a + bj—8Ì] a,b 6€ R} 
Q(Ý-ã) = {a + bÝ-3 |a,b 6 Q} 
Q(Ý2) = {e + b2] a,b € Q) 


tong đó R là trường các số thực. Q là trường các số hữu tỉ. 
Chứng minh ràng : 

aì R¿V-ã), Q(V—Š), Q(V2) là những trường với phép cộng 
và phép nhân thông thường các số. 


bì R¿V-3) = Rr(@ˆ + 3) với œ” + 3) là iđêan sinh ra bởi 
z + 3 trong Rịr. 


QwW2› - Qữl (@ - 3) với &Œ — 2) là iđêan sinh ra bởi 
xZ - 2 trong QIzl. 

10. Giả sử E là một trường mở rộng của trường X, u là 
một phần tử thuộc Ê. ƒ#x' là một đa thức bất khả quy trong 
Kiz' nhận làm nghiệm và giả sử rằng g1; € K/xj củng nhận 
v lâm nghiệm. Chứng minh rằng trong K/z7 

aì #x là đa thức có bậc thấp nhất nhận u làm nghiệm ; 

bì gz chia hết cho #1. 


11. Giả sử X = Q- Trong Ä ta xác định các phép toán cộng 
và nhân như sau : 


(a,b) + (c,đ) = (a + c,b + dđ) 
(œ,b).(c ,đ) = (ac + 2bd,ad + be) 
a) Chứng mính rằng X cùng với hai phép toán đó là một 
trường. 
b) Chứng minh rằng X “ Q(V2) 


c) Tìm tất cả các tự đẳng cấu của X. Từ đó suy ra rằng 
tập hợp các tự đẳng cấu của X là một nhóm xyclic đối với phép 


nhân ánh xạ. 


CHƯƠNG Vĩ 


ĐA THỨC TRÊN TRƯỜNG SỐ 


§I. ĐA THỨC VỚI HỆ SỐ THỰC VÀ PHỨC 


1. Trường số phức 


Cho một đa thức với hệ số thực thì chưa chác đa thức đó 
có nghiệm trong trường số thực, cụ thể đa thức z2 + 1 không 
có nghiệm trong trường số thực. Dưới đây ta sẽ thấy mọi đa 
thức bậc n với hệ số phức có đúng nø nghiệm phúc. Để chứng 
mính ra hãy đưa vào các bổ đề sau đây : 

Bổ đề 1. Mọi da thức với hệ số thục có bộc lẻ có ít nhốt 
một nghiệm thục. 


Chứng minh. Giả sử 
ƒ&œ) = a„x" + - HP, LÔ +... ø # Ö, n lẽ. 


Qua giáo trình giải tích ta biết rằng với những giá trị dương 
và âm của +, khá lớn về giá trị tuyệt đối, hàm số ƒ1/¡ có các 
dấu trái nhau. Vậy có những giá trị thực của +, œ và ö chẳng 
hạn, sao cho 


f{a) < 0, f(b) > 0. 
Mặt khác hàm số ƒØíx) là liên tục, vỉ vậy cố một giá trị c 
của x, nằm giữa ø và Ò, sao cho ƒc) = 0 W 
Ta chú ý ràng phép chứng minh của bổ đé I không đại số. 
nó đã lấy những kết quả của giải tích. Thêm nữa vế ngôn ngữ 
ta đã gọi ánh xa. 
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R >R 
c >ƒ() 
là hàm số f4). 
— Bổ để 2. Mọi da thức bộc hai ax2 + bx + c, uới hệ số phức, 
bao giờ cũng có hai nghiệm phúc. 
Chứng mình. Gọi œ, và œ„ là hai căn bậc hai của b — đạc, 

2 và Tộn 

Bổ đề 3. Mọi du thúc bộc lớn hơn Ú uói hệ số thực có ït 
nhất một nghiệm phúc. 

Chứng mình. Mọi số tự nhiên n > 0 đều có thể viết đưới 
dạng n = 2”n', với m là một số tự nhiên và n' là một số tự 
nhiên lẻ. Ta hãy chứng minh bằng quy nạp theo m. Với m = 0 
khẳng định là đúng theo bổ đề 1. Ta giả sử khẳng định là đúng 
cho m ~ ] và chứng minh nó đúng cho m. Muốn vậy, ta hãy 
xét một đa thức ƒ(x) có bậc n = 2”n' (m > 0) với hệ số thực. 
Coi fx) như một đa thức của vành C[x], với C là trường số 
phức, ta hãy xét một trường mở rộng E của C sao cho ƒíx) có 
đúng z nghiệm z¡, 2;,..., z„ trong E (ch V, §2, 2, hệ quả của 
định lí 3). Giả sử c là một số thực tùy ý, đặt 


ta có hai nghiệm của đa thức là 


(q1) ỗy = #ø, + c(đ; + œ), L  J. 


Ta có C¡ phần tử ổ, thành lập bởi các tổ hợp chập 2 của n 
phần tử z,,..., œ„ Xét đa thức 
(2) gœ) = & ~ i2) ( — 3): ..Œ — „~t») 
=x toờẻ Ì +... tớ 
Vì bậc của (4) bằng số các nhân tử x — Bị nên ta có 
-a _ nín - 1) _ 2”n'\(2”n' - L) 


, —. — 
§ #= = 


h 2 ¬ b) =-z” "M, 


với q = n(2”n' — 1) ; vì n' và 2”n' — 1 là những số lẻ nên g 
là một số lẻ. 


'1B6 


Ta Hay chứng mỉnh các hệ tử a,,...d, của g(x) đều là thực 
cả. Trước hết các hệ tử đó là các đa thức đối xứng cơ bản của 
các 8. Vậy theo (1) chúng là những đa thức của đi, --›; Œn với 
hệ số tHực, vì c là một số thực. Hơn nữa chúng còn là những 
đa thức đối xứng của øy,... œ,. Thật vậy nếu ta thay ø, bằng 
œ và œ bằng ø, thì đ¡ vẫn giữ nguyên còn các Ø,; và Ø,, thỉ 
trao đổi cho nhau (» khác ¡ và /), điều này chác chắn Tung 
làm thay đổi các hệ tử a„..., ơ,. Do đó theo (ch V, §2, 2, chú 
ý) các hệ tử đó là những số thực. Vậy g(x) là một đa thức với 
hệ số thực có bậc 2” 'Ì¿ với ạ là lẻ. Theo giả thiết quy nạp 
g(x) có Ít nhất một nghiệm phức dạng (1), tức là có ít nhất 
một cặp chỉ số (i, j) sao cho phần tử 

Bị = đi + cía, + œ;) 
thuộc trường số phức Œ. 


Nếu ta gán cho e một giá trị thực khác thÌ ta sẽ được một 
đa thức g(x) khác, loại (2), thừa nhận một nghiệm phức dạng: 
(1), nhưng nơi chung với một cặp chỉ số (, ÿ) khác. Tuy vậy, 
nếu ta gán cho c lẩn lượt CỔ + 1 giá trị phân biệt thì nhất 
định phải được hai nghiệm phức dạng (1) với cùng một cặp chỉ số 
(, j) vì ta chỉ có C tổ hợp chập 2 của n phần tử. Vậy thế nào 
cũng có hai số thực c¡ và c¿ khác nhau sao cho các phần tử 

đị đi + cị¡ (đa, + a) 
địđi + c;(a, + #) 
ứng với cùng một cặp chỉ số í, j đều là phức. Đật 


q a¡ai + c¡(, + #)), 


) 
b = địZ; + c;(a, + #i). 
Ta có ø, b € C. Ta suy ra 


a—b 


lã7 


Vậy œ, * œ, và zia¡ đều là phức. Ta suy ra ø, và ø, là nghiệm 
của đa thức bạc hai 


x?~ (œ, + ai +aa 


) 
với hệ số phức. Theo bổ đề 2, ø, và ø, là phức. Như vậy ta đã chứng 


minh đa thức ƒfz) không những có một, mà có hai nghiệm phứcI§ 


Định lÍ L. Mọi đa thức bậc lớn hơn 0 uói hệ số phúc có Ít 
nhất một nghiệm phức. 


Chứng mình. Giả sử fíx) là một đa thức bậc n > 0 
ƒx) = q„ +taa +...+aa” 
với hệ số phức. Đặt 
fRœ] = sạ + đx +... + nx” 
với các ở, là các liên hợp của các 0, ¡ = 0,...,n. Xét da thức : 


gœ) = f@/G). 


Ta có 
øgŒ) = b„ + bx +... + SN. xử 
với bu = 3). T kem 0/1,..., 2n 
i+j= 
vì ðụ„ = 3 đa, =b,. 


nên các hệ số ở, là thực. Theo bổ đề 3, g) có ít nhất một 
nghiệm phức z = s + 
#2) = f@)ÏŒ] = 0. 
Do đó hoặc /(z;¡ = 0 hoặc ƒŒ] = 0. Nếu ?ữ) = 
ŸŒ) = 8, +ấjz +...+a =0 


© 


tức là ƒ = 0 
Như vậy hoặc z hoặc Z là nghiệm của f. 6N 
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Hệ quả 1. Các đa thức bát khả quy của cành CỊx), C là 
trường số phức. ¿tà các đa thúc bậc nhốt 

Chứng minh Theo ‹Ch VL §2, 21, các đa thức bác nhất là bất 
khả quy Giả sử ƒx. là một đa thức của CÍx} có bậc lớn hơn 
1. Theo định h 1. ƒx có một nghiêm phức c. Vậy ƒ#x/ có một 
ước thực sự x - ‹. do đø ƒxz; không bất khả quy 

Hệ quả 2. Mo: đa (hức bộc n > 0 tới hệ số phúc có n 
nghiêm phục. 

Chưng mmk Giả sừ ƒx là một đa thức bậc n > 0 với hệ số 
phưc Theo hẻ quả 1 dạng phản tích của /#z. thành tích những 
đa thúc bất khả quy phải là 


“xã = Liax < Ð ÝP: (ax + b.)”Y .(aux + b,) 


trahg để - là mô: sô phức khác Ô và 


m, +m. ~ .. —m, = n. 


Theo (Ch V §?, 2° n nghiệm phức của ƒýr là : m¡ nghiệm 
ồ. bà 
trùng với —- —. . m„ nghiệm trùng với vn = 
Kẻ « 
Cà=z s Nêu #r là một đa thức với hệ số thực cổ một nghiệm 
phức z = ¿ + it ‹t £ Ôi, thì 2z củng nhận liên hợp 2 của z 


làm nghiệm Thật vậy. già sử 


`) #= đ, +ax +... xa 
và dt: E02. = 0< ¬.,7 s= Ợ 
T3 SUY ra 
3. —g.:— "-š“ - .ằả +. =‹lÐ' 
tức là “ya=0 
DĐœw 4z +a s¿v ta Ýx chia hết cho đa thúc bậc hai 
TH nan la Xa tr no 
¿:.“SeŸ VÀ € ;⁄ £shS 5 3š $ Su 


_ˆ 
œ‹ 
toÐ 


Hệ quả 3. Các đdø thức bốt khả quy của Rịx], R là 
trường số thục, là các da thúc bậc nhất uà các đa thức bộc 
hai + ðx + c uới biệt số bˆ — 4ac < 0. 


Chứng mình. Các đa thức bậc nhất và các đa thức bậc hai 
với biệt số âm rõ ràng là những đa thức bất khả quy của R/z), 
Giả sử píx) Ìx một đa thức bất khả quy của R([x] với bậc lớn 
hơn một. Theo (ch V, §2, 2), p(x) không có nghiệm thực. Theo 
định lí 1, px) có một nghiệm phức z và theo chú ý trên p&) 
chia hết cho đa thúc bậc hai với hệ số thực 

g() = + ~ ( +ZM + #. 
g(z) không khả nghịch và là ước của phần tử bất khả quy pứ), 
vậy g(x) phải là liên kết của p(+), tức là L 


p(4) = ug(x), 0 #zu CR.W 


Từ hệ quá 3 ta suy ra mọi đa thức ƒØíz) € R|zx} có bậc lớn 
hơn 0 đều có thể viết dưới dạng 


(3) /(z) =u(0,x +bJ)Ÿ T5 .. (a,x + * (địx” +ổ¡x ty) .. 
“ (œ,+? + f,xz +yjyh, 
trong đó z là một số thực khác 0, các ø,x + b, là những đa thức 
bậc nhất, các ø, xz? + ổ,x + y, là những đa thức bậc hai với biệt 
số âm, các mm, và n, là những số tự nhiên, ¡ = 1,..., & ; j = l1, 
..„ #, Các nghiệm thực của Ø4) được cung cấp bởi các nhân tử 
tuyến tính œ;x + b, và các nghiệm phức bởi các nhân tử bậc hai 


a.zx? + 8;* + W ¿ Mỗi nhân tử tuyến tính œ;x + b, cho ta một 
b, 
nghiệm thực — = , nỗi nhân tử bậc hai 2,7 + 8# tự, cho ta 
ỉ 
hai nghiệm phức liên hợp 
$, + l, và &; — it 


} } 
sÉ ñ 4a.y, — ổ; 
., =“ =——= .— — -.>_—— 
VỚI §; 5 7 và È ¬ Ề 
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Vậy nếu e + :£ là nghiệm bội cấp n, của 7z, thÌ ø — i£, cũng 
là nghiệm bội cấp n, của /z/. 

Đa thức /#x; không có nghiệm thực (nghiêm phức) nếu các 
lũy thừa m, (các lũy thừa na) trong dạng phân tích (3) của /+z, 
đều bằng 0 


2. Phương trình bậc ba và bốn 


Theo như trên mọi đa thức với hệ số phức và có bậc lớn 
bơn 0 đều có các nghiệm trong trường số phức. 
Đối với các đa thức bậc hai axˆ + bx + c, ta có các nghiệm 
là : 
+ +ớ, -% +Ằ, 
2a 2a 
trong đó œ, và œ„ là hai căn bậc bai của bˆ — 4c Như vậy ta 
đã biểu thị các nghiệm của phương trình 
aC + bx +c= 0 


qua các hệ số của phương trỉnh bàng các phép tính cộng, trù, 
nhân. chia năng lủy thừa, khai cán Người ta nói người ta đã 
giải phương trình bằng cản thức Ta sẽ thấy dưới đây ta có thể 
giải một phương trình bậc ba hay bậc bốn bằng căn thức. 


Phương trình bệc ba. Ta hãy xét phương trình bậc ba với hệ 
số phức 


xỞ ~ am ~ ðx +~c = Ô 
Phương trình này trở thành 


(4 .-..ằẳ..x 


nếu ta đặt 
+ =z~ 
2 giải phương trình ‹$' ta đặt 


TS. l6I 


(6). ymu+o, 
ta được sau khi thay vào (4) 
(6) u? + 0) + (w + 0}(3uu + p) + q = Ô. 


Vấn đề của chúng ta bây giờ là tìm các số phức w và 0 thỏa 
mãn (6). Ta chú ý tới các số phức và 0 có tính chất 


Œ) 8uu +p = 0, hay uu = —Ð. 


Bao giờ cũng có những số phức và u thỏa mãn (6) và (?). 
Thật vậy nếu z và ø thỏa mãn (6) thì u + u là một nghiệm 
của (4), vậy ta có (5) với y là một nghiệm phức của phương 
trình (4), do đó kết hợp với (7) ta có w và 0u là hai nghiệm 
của phương trình bậc hai 


z2 —yz —S = 0, 


Như vậy rồi từ (6) và (7), ta được 
, 3 £ p° 
đf C 


mg, u”uU” = 
Ta nhận thấy rằng u và uỶ là các nghiệm của phương trình 
bậc hai 


u? +u? 


3 
Sôi 

2 + qi 270 

3 qˆ p 
(8) =-ỐỐ. .*Ò ! 
è 3 
Š.. ven ai 
pm TÊN 473? 
g : 4 E` 


trong đó 15 là một căn bậc hai của 3 + 27- Gọi " 


là một căn bậc ba của 
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và ¿, là một căn bậc ba của 
x\8'c XI vớ. 
-I 4À. À7 2, 
sao cho ư,”; thỏa mãn (7), thì ta cũng cố ;u; và u;u; thỏa 
mân (7?) với 


k„ = Eu,, Uạ = Em, và uy = FU,, Uạ = EU, 
, 1 vã 1 vã 
trong đổ £ = s†i.£e~g đ;: 


là hai căn bậc ba phức của đơn vị. Như vậy ta được ba cập số 
phức (u,, tị), (Hy, U2), (My, 02) thỏa mãn (6! và (7). Ta đặt 


dị” Vụ “BẢN ÿ 


1 ¡j3 
(9; }¿ * uy + 2u, =2 (¡ + 0) t—= ( —L)); 
1 ¡{3 
yạ = FẰu, + 8u, = ~ s (t0) n5. (ị — tì) 


Tù (8, sau khi tính toán và chú ý rằng ơi, ðị thỏa mãn 
t6: và (7), tạ được 
ở ®2¿ *7a = 0 
Yị⁄¿ †Ÿ|X⁄) † 3;Yà = T30 = p 
bi ¿P4 Tên nh bỏ nh = g, 
Vậy 
= = y) ~yˆ(y, + s # 
Œ - y)Ø ~ #2 ~ %2) = # Ơi + 3y; * 
+ yYW,y, “ yIY: Ê 3433) ~ #i3aý; “8y + py +, 


Đa thức yŸ + ø› - g đã được phân tích thành tích những 


nhân tử tuyến tính và ta được các nghiêm của nó là 
vs .+.. 3; +9, Người ta thường viết tất t9) dưới dang 
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= = "‹ 4+ P2 
tờ đóa s“TW(Œ@? !Új ˆ 


TP ẽ 
3 
=5... LÁC P3 
+ + xả 
Ý-?-Y+ (8 
gọi là công thức Các-đa-nô (Cardano). Như vay ta đã giải được 
phương trình bậc ba (4) bằng căn thức, 


Dát D = -4p) — 274, (8) và (9) cho ta 

Gy — y2)Ê 0y — yị)Ê 0; — vị” = —1086) — vì)? = D. 
Do đó (4) có nghiệm bội khi và chỉ khí D = 09. 

VỆ dụ. Giải phương trình bậc ba 


Đật x = u +00, ta được 


3 + u + 3(u tư) [-(s+*-g)]+2~ 9 


Ta yêu cẩu ưu và 0 thỏa mãn 
II. ý 
(10) kự = j tim 


Do đó uỶ và uỀ là hai nghiệm của phương trình bậc bai 
Ê +2 ¬ 1= (6+ ÐĐ =0, 
Phương trình nãv .ó một nghiệm kép, 
t2 = 0Ì = -ị, 


-¿ có một căn bậc ba là :. Đặt tu, = Ê ta suy ra từ (10! 


] V3 
5 + 3 v3 ẳ 
TT Hạ 2 2 
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Vậy theo (9) các nghiệm của phương trình là 


mg man tỌị =  Ồ vệ, 

1 h E} 
*:= Ty †tị) + TT (0 — 0ị) = -ÝŠ — 

1 v3 3 ỉ 
Tà SP tỊ lạt SỐ =0) =S + S ng 


trong đồ 1; = 14, vu vị s là nghiệm kép của phương trình. 


Bây giờ ta hãy xét - trỉnh (‡) trong trường hợp p và 
g là những số thực. Ta đặt 


vậy D = Tp - 27g” = —108A. 

Ta hãy nghiên cứu các pghiệm của (4) theo A. 

a: % > Ó. (ễi cho ta biết uẺ và cô là thực. Gọi uy là căn 
bậc ba thực của ` . Theo (7Ì, +, là thực và theo (8), 
¡; # tị . Theo (Š!, phương trình (4ì có một nghiệm thực Yị và 
bai nghiệm phức liên hợp v. và v,. 

bì A = 0. Theo (Ẽ!, ta cố zÌ = cỔ và là thực. Gọi u, là căn 
bậc ba thực của „`. thì theo +7ì. r, cũng phải là căn bậc ba 
3 


thực của r” và ta có u. = tr, . Vây theo (9). ta có ba nghiệm 


thực x.. +-. 1; với và 
e': ÁA < 0 Theo bể đề 1. phương trình (3ì cố một nghiệm 
thực. gọi nghiêm thực đơ là ›, Theo ‹Ê). uẺ và rỶ là hai số 


nhức không phải là thực. do đó các căn bậc ba của chúng phải 
là phưc =6 thực: Mặt khác thec (7ì và (8), tạ có 
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P 
ty +Uy = Ÿị› tị Uy ¬ ¬s ` 
Vậy u, và 0; là hai nghiệm của phương trình bậc hai 


2 ~yyz ~Š =0 


với hệ số thực, do đó z, và 0, là phức liên hợp. Ta suy ra, trong (8), 
các nghiệm y;, y„, yạ là thực. Trong trường hợp này vỉ Á z 0 
nên D z# 0, do đó y¡, ÿ;, y¿ là ba nghiệm phân biệt. Các số 
y;;7;. 7; là thực, nhưng muốn tính chúng theo công thức 
Cac-da-nô thì lại phải lấy căn bậc ba của những số phức. Người 
ta đã chứng minh được rằng, trong trường hợp A < 0, không 
thể biểu thị các nghiệm của phương trỉnh (3) bằng các căn thức 
với lượng thực dưới căn. 


Phương trình bậc bốn. Phép giải một phương trình bậc bốn 


x +ax) + bx⁄ +cx td=0 


với hệ số phức tùy ý sẽ đưa về phép giải một phương trỉnh phụ 
bậc ba gọi là phương trình giải bậc ba. Ta tiến hành như sau : 


a2x? 


Ầ vào cả 


Chuyển ba hạng tử cuối sang vế phải rồi cộng 
hai vế, ta được 
2 
2 a1. 2 a ` 2 
+? = _—.= - = 
& 3) ( 4. ð)x fœd. 
Sau đó ta cộng vào hai vế của phương trỉnh này tổng 
— Xx 
CO ý) biện 
trong đó y là một ẩn mới, ta được 
2 


aD (2+5 +) =“(+~=b+?7)*#+ 
+(=e)z + ng, 
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Ta hay lựa chọn ẩn phụ y sao cho vế phải là một chínÈ 
phương. Muốn thế thì chỉ việc làm triệt tiêu biệt số của tam 
thức bậc hai đối với x ở vẽ phải 


¬ 


.đY 2 a~ v 
9 nej =4 ÁưNG +ời (c-đì =9 
hay 
v` — by” + (dc — 4dìy — [d(@2 — 4b) + c7] = 0. 


Đó là một phương trình bậc ba, gọi là phương trình `giải của 
phương trình đã cho. Già sử y„ là một nghiệm của phương trỉnh 
đo. Điền y„ vào phương trình (10), ta được vế phải của phương 
trỉnh là một chính phương 


% 
¬ . 0đ -đạ 2 5 
(/t+z*+3ì = (œx + ổ\ 
Tù đó 
c.. “về? _ ..... 
R nu CS /i” Ơn Ji 


Hai phương trình bậc hai đó sẽ cho tất cà bốn nghiệm của 
phương trỉnh bậc bốn Vậy phép giải một phương trỉnh bậc bồn 
đã được đưa về phép giải một phương trình bậc ba và hai 
phương trinh bậc hai Ta suy ra từ đó rằng phương trình bậc 
bốn giải được bằng căn thức. 


1 đụ. Giải phương trình bậc bốn 
=9 — 8y? + 8y” — 8y + 2 = 0 
Chuyển ba hạng tử cuối sang vế phải 
z*Ẻ — đư = -âr + 3x — 2 


ˆ 
- 


. __ 
Sau đó cộng vào hai vế ——. ta được 
=s 


Ö-  qT 2¬ - ĐỆNG: 
t7 =1 =—+zx +r-2 


16. 


Cuối cùng cộng vào hai vế tổng ( x”— 
3x „ y\2 
` ĐÀ Z- c- 
(12) (z „? 5) = 
3 sa 
x C - s.c . 
=x (z 2) †® (1 3) 12 2. 
Ta yêu cầu y làm triệt tiêu biệt số 
2 
_~7\2 _ `... 
s(i-)) -*P-2)(j-?) =® 
hay sau khi khai triển 


⁄ợ-8+y-3=ợ-30°+U) =0 
Chọn y = 3, phương trình (12) trở thành 


Œ~5+9)= (ý -3) 
Từ đó GỀ: ÚC do. sang 
0g v2" su 
Co Tin go 

`. vẽ s. xỶ 

hay x2 —x+2=0,z2+1=0 


Hai phương trỉnh này cho ta bốn nghiệm 1, 2, ¡, -í. 


Sự thực ra trong trường hợp cụ thể này ta nhìn thấy ngay 
nghiệm 1 của phương trình bậc bốn đã cho vì tổng số các hệ 
số bằng 0. Do đó ta có thể viết để làm nổi bật nghiệm l1. 


xỶ ~ 3x” + 3v? — 3x + 2 = & — l)@” — 2x2 + x - 2). 
Vậy vấn đề bây giờ là giải phương trình 
x2 —-9x?) +x—-23=0 
mà ta có thể viết 
z?(ø — 2) txz—2=(@-9)@œ? +l) =0 
Từ đó, ta suy ra các nghiệm của phương trình, 


lóS 


Xgười ta chứng minh rằng không thể giải bằng căn thức các 
phương trình tổng quát bậc lớn hơn bốn (Aben, Galoa). Hơn 
thế nữa GaÌoa đã tìm ra được tiêu chuẩn để biết một phương 
trình đã cho giải được bằng cân thức hay không. 


BÀI TẬP 


1. Trong vành C{x] (C là trường số phức) hãy phân tích các 
đa thức :x  +i,x” — 1 —i,z — 4i +3,x — 1 — ¿Võ thành 
một tích những đa thức bất khả quy. 

2. Biểu diễn hình học các nghiệm của đa thức 

/) = z#.— Ì 


ø(Œ) = (x — aì” —b. ta # 0) 

Từ đó suy ra rằng ƒf) và £ír) có không quá hai nghiệm 
chung. 

3. Tim các nghiệm phúc của đa thức 

f&) = (1 ~ LON + 8x? 

Phân tích đa thúc ƒ#zx; thành tích những đa thức bất khả 
quy với hệ sô thực. 

4. Trong vành C[r] chứng minh rằng đa thức ƒ#/ chia hết 
cho đa thúc gx, khi và chỉ khi mọi nghiệm của g2; đều là 
nghiệm của ƒ#xz và mọi nghiệm bội cấp È của +, cũng là 
nghiệm bội cấp lớn hơn ¿ của ƒ1 

ð. Trong vành Qir) +‹Q là trường sẽ hữu tỉì, chứng minh 
rằng đa thức ƒfx)ì = xÈ + xz* Ì +z**”ˆ chìa hết cho đa thức 
Ø(xì = Z +x + 1 với š*, ¿ n là những số tự nhiên tùy ý. 

6. Trong vành Q[zx]. chứng mìinh rằng đa thức f) = xÌ — 
— än*x —n `. với n là một sô tự nhiên khác 0. là một đa thức 
bât khả quy 


?. GiÀ sử œ = Ì +i. 


a) Biểu diễn œ đưới đạng lượng giác. Tìm môđun và ac-gu-men 
n 


của œ” và a—", 
b) Viết œ” và œ~" dưới dạng a + bị. 
c) Biểu diễn hình học các giá trị œ° và œ " với n < 8. 


d) Chứng minh rằng mọi số phức z tùy ý đều có thể biểu 
diễn được một cách duy nhất dưới dạng z = x + yœ với z, y là 
những số thực. 


e) Chúng minh rằng ánh xạ 
ƒ:C¬>M 


“c * " 
Na sa 


từ vành số phức đến vành các ma trận thực vuông cấp 2 là một 
đẳng cấu. Từ đó suy ra rằng tập hợp các ma trận thực vuông 


cấp 2 dạng B : vã là một trường. 


f) Tính 
|2 2| 
~2 2 
8. Giải các phương trình bậc ba sau đây : 
a) 4y) — 36y? + 84y — 20 = 0. 
b)x” Ý=x—6= 0. 
c) x” + l8 + 15 = 0. 
d) z” + 8x2 — 6 +4 = 0. 
9. Chứng minh (bằng đa thức đối xứng) : 
= ~= wJ (Œ; — „)” (xị — 3)” = -4p3 - 274? 
với x,, x,, x; là các nghiệm của phương trình 
xÌ +px +q= 0. 
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10. Giải các phương trình 
a' x”° — âr” +xr + 4v —6= 0 
bì xể — 4r` + ấp + 2x 1= 0 
có x” + 2x) + BC +3y +7 =0 
dì x” + &” + 8x” — 8 = Ú0. 


§?. ĐA THỨC VỚI HỆ SỐ HỮU TỈ 


1. Nghiệm hữu tỉ của một đa thức với hệ số hữu tỉ 
Trước hết ta nhận xét rằng nếu 
ftư\) = SE á +..+ˆ., (đ„ = HÀ) 
là một da thức với hệ số hữu tỉ thì ƒØx: cöø thể viết dưới dạng 
fñz) = b}(a x” +... +q,) = b”” gớ) 
ttrng đo » là mẫu số chung của các phân sổ z, và các œ, là 
những số nguyên Vì £z, và £@x. chỉ khác nhau một nhân tử bậc 
0 nên các nghiệm của #x là các nghiệm của g1: Vậy việc tìm 
nghiệm của một đa thức với hệ sô hữu tỉ được đưa về việc tỉm 


trhiệm của một đa thức với hệ số nguyên Mật khác ta củng 
nhận xét rằng nếu z là nghiệm của đa thức ø+z 


=Ẻ +"hÌ +. +azx*~a =Ö0 


Nrˆ kiện Ì 


ta c6 sau khi nhân hai về với 2, ˆ 


ˆ 


= ...g h "= : ph. 
(ũ, GỀ” = ð, _; 2, 2) H8, ˆ” tớ mg] sẽ Ø2 = 0. 
Tạ xe - = „2 là nghiệm của đa thức 

h v: "T1 m^—s „=5 

“:‹1 # š ^*1 v1 =.. Tũñ.B_ ` —6.e= : 


‡ri 


với hệ số nguyên và hệ số cao nhất bàng 1. Do đó muốn có các 
nghiệm của ø(4) ta chỉ việc tÌm các nghiệm của 2). 
Ta đạt vấn đề ở đây là tìm các nghiệm hữu tỉ của các đa 
thức ƒ{xz) có dạng 
fœ) = #` + TL ỜNG +.. +aix +8, 


với các ø, nguyên. Giả sử ø là một nghiệm hữu tỉ của Øfz), thế thỉ 
theo định lí 3 của (Ch V, §1, 2), œ phải là nguyên. Mặt khác, từ 


jœ® +a 


T1 = 
n2 +... tưya †+a, = 0 


ta có thể viết 

a(a""Ì + TẾ sầu +. #0) 8 
do đó z|d„, Như vậy các nghiệm nguyên của ƒfx), nếu có, phải 
là những ước của ø,., Cho nên muốn tìm các nghiệm nguyên của 
ffx) ta xét các ước của số hạng tự do a„ và sau đó, thử xem 


các ước đó có phải là nghiệm của ƒ4) hay không. Để hạn chế 
số lần thử người ta đưa vào nhận xét sau đây, 


Giả sử œ là một nghiệm nguyên của ƒ(4). Thế thì Ø4) chía 
hết. cho z - œ 
f) = ( - a)qŒ) 
và theo sơ đồ Hoóc ne (Ch IV, §1, 4), gíx) là một đa thức với 
hệ số nguyên. Do đó g(1) và g(-l) là những số nguyên và 
ƒứU) _ 
1 = 8 
nếu œ khác 1 và -1. 
Vì vậy trước hết ta tính f(1) và f(-l) để xem 1 và -l có 


phải là nghiệm của f(x), sau đó ta xét các ước œ # #+l của La 
sao cho 


= -q(-]) 


4) , f1) 


1-z “1*2z 


là những số nguyên để thử xem chúng có phải là nghiệm của 
fx), và do đó số lần thử của ta bớt đi nói chung. 
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Ví dự. Tìm nghiệm hữu tỉ của đa thức 
fz) = x` - êr” + 20x) - 20rˆ2 + 19x - 12 
Trước hết ta có tổng các hệ số của Ø#z/ bằng 0 nên 1 là 
nghiệm của /@z/ Bằng sơ đồ Hoóc ne (Ch IV. §1, 4). ta tỉnh 


các hệ sô của đa thức thương gíx/ trong phép chia +. cho 
#>J1 


| 1 -8 8ð -?70 19 -1l2 
1 | 1 =T 13 -? BÀ 0 


dc đó các nghiệm còn lại của 1x: là các nghiệm của ếX: 
ấx =x`~ 1z + lâx” — 7x + 12. 

Ta nhận xết ràng øc! > 0 với mọi c < 0. nên £x không 
cơ nghiệm âm. VÌ vậy ta chỉ rét các ước dương của số hạng 
tự do : 1, 2, 3. 4, 6, 12. Ta có gíi) = 12, g( 1) = 40. Vi 
các số 


4Ò 40 +40 
1” 8.1 
khêpg phải là nguyền nên 3, 6. 12 không phải là nghiệm của 
#1. Các sẽ ö và 3 đếu làm cha 
ưu) . #EL-l) 
I=ez` 1*e 


= 


nguyên nên chúng có :hể là nghiệm của øx/ Muốn thử xem 
LÁ hả: ià nghiệm của øx.. ta ch: việc tiếp tục vàc bằng 


1Ð -=ä 20 -230 19 -‡2 
lu J€ xã 1v 2P! 1 0 
„|1 -+ 1 4 09 


Vậy ta có 
ƒfŒ&) = (x—¬ 1)%x ¬ 3J&œ - 4)œ° + 1) 
Các nghiệm nguyên của ƒíx) là 1, 3, 4. 


2. Đa thức bất khả quy của vành G{x] 


Đối với trường số thực R và trường số phức C, vấn để xét 
xem một đa thức đã cho của vành R{ịx] hay C[x] có bất khả 
quy hay không rất đơn giản (§1, I) ; nhưng trong vành Qi+] 
với Q là trường số hữu tỉ thì vấn đề phức tạp hơn nhiều. Đối 
với các đa thức bậc hai và ba của Q[z}, việc xét xem có bất 
khả quy hay không được đưa về việc tÌm nghiệm hữu tỉ của 
các đa thức đó (ch V, $I, bài tập 2) : các đa thức bậc hai và 
bậc ba của Q[x] là bất khả quy khi và chỉ khi chúng không có 
nghiệm hữu tỉ. Đối với các đa thức bậc lớn hơn ba thì vấn đề 
phức tạp hơn nhiều. Chẳng hạn đa thức x' + 2? + 1 = Œˆ + 
rõ ràng không có nghiệm hữu tỉ nào, nhưng nó có một ước 
thực sự zŸ + 1, vậy không phải là bất khả quy. 

Trong mục l ta đã nhận xét rằng mọi đa thức ƒíx) với hệ 
số hữu tỉ đều có thể viết dưới dạng 

ƒx) = bˆ} gứ) 
trong đó 6 là một số nguyên khác 0, g4) là một đa thức với hệ số 
nguyên. Trong vành Qlz], fx) và g) là liên kết vậy Øtx) là bất khả 
quy khi và chỉ khi g(z) là bất khả quy. Do đó tiêu chuẩn Aidenstainơ 
mà ta đưa ra dưới đây để xét một đa thức của Q[zx] có bất khả quy 
hay không là tiêu chuẩn cho các đa thức với hệ số nguyên. 


Để chuẩn bị cho việc chứng mỉnh tiêu chuẩn ấy, trước hết 
ta giới thiệu khái niệm đa thức nguyên bản và chứng minh hai 
bổ đề. 

Định nghĩa 1. Giá sử f(x) là một đa thức với hệ số nguyên, 
Í(x) gọi là nguyên bởn nếu các hệ số của f(x) không có ước 
chung nào khác ngoài +], 

Cho một đa thức với hệ số nguyên ƒ#) € Z[x], kí hiệu bằng 
ø ước chưng lớn nhất của các hệ số của ƒfí{+), ta có 
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ƒU) = gaƒ(x) 
với ƒ(\x) € Z[r] và các hệ số của /ˆ(x) không có ước chung nào 
khác ngoài +1, tức là ƒ{x) nguyên bản. 


Nếu ƒxz/; € Qz] thì ta có thể viết Øfz) đưới dạng 


f#) = „ fŒ) 
trong đó ƒ (z) nguyên bản và a, b € Z nguyên tố cùng nhau. 
Ví dụ. fÑx) = 6x” + —— na _s = ¡g(60° + 24r” — 75) 


3 
= Tạ (0Ì + &r” — 2ð). 


Các số 20, 8, -25 không có ước chung nào khác ngoài l và -1. 
Bổ đề 1. Tích của hai da thức nguyên bản là một da thức 
nguyén bản. 
Chứng mình Già sử 
fŒ) =i8::+? aụx +... a.x” 
8Œ = b¿+bx +... + 
là hai đa thức nguyên bản. Ta chỉ cần chứng minh rằng cho một 
số nguyên tố p tùy ý, p không chia hết các hệ số của đa thức 
tích #x;g(z:. Rõ ràng p không chia hết các hệ số của ƒíx/ và (1). 
Giả sử p chia hết 4q,.... ø, ¡, bạ... Ð,_ ¡ và p không chia hết a, 
và ò.. Ta xét hệ số c,,. của đa thức tích đun cử 


C4 (.. +. ¡Ð v¡) + a6, + (4 ¡bà ¡ +...) trong đó p chia 
hết các tổng trong các đấu ngoặc, nhưng không chia hết tích 
ab vi p là nguyên tố. Do đó p không chia hết c,... 

Bổ đề 2. Nếu ft) là một đa thúc uới hệ số nguyên có bậc 
lớn hơn 0 tò ftx! không bất khỏ quy trong QÍx], thì f4) phân 
tích được thành một tích những đa thúc bậc khóc 0 cới hệ số 
ng: vên.. 

Chưng mình. Già sử ƒfíx/ không bất khả quy trong QÍx}, thế 
thì #x. có thể viết 


fz) = &œ)vŒ) 
với ø(x) và (x) là những ước thực sự của ƒíx) trong Q(x]. Theo 
như trên đã nhận xét, ta có thể viết 
a e 
yŒ) = ; ØŒ), W&) = a hŒ) 


trong đó ø(x), h(x) là những đa thức nguyên bản và œ, Ò, c, đ là 
những số nguyên. Do đó 


f#) = - øŒœ) hŒ) 


;Ð |” 


với : = sọ và p, g nguyên tố cùng nhau. Ta kí hiệu các hệ số 


của đa thức tích g(x) hí(x) bằng e, thế thỉ theo bổ đề 1, ø&) h@) 
là nguyên bản, cho nên các e, không có ước chưng nào khác ngoài 


Pề; 
+1. Mạt khác vì Ø+) € Z[x] nên các số = phải là nguyên, đo đơ 
q chia hết mọi e, vỉ g nguyên tố với p. Ta suy ra g = +l, tức là 


f4) = +p g4) h(%). 


VÌ œ(x) và (x) là những ước thực sự của ƒíx) trong QÍx], 
nên ø(+) và h(z) là những đa thức bậc khác 0 của Z[x]. 


Tiêu chuẩn Aidenstainơ. Giả sử 


fŒ) = ta, + qụx 


 # + +42” (n" > I) 


là một da thúc 0uói hệ số nguyên, uờ giỏ sử có một số nguyên 
tổ p sao cho p không chia cải hệ số cao nhất q„, nhưng p chia 


hết các hệ số còn lại uà p? không chia hết số "hạng tụ do q„ 
Thế thì da thúc ƒ(x) là bất khả quy trong QÍx}. 


Chứng minh. Giả sử ƒfíx) có những ước thực sự trong QÍx]. 
Theo bổ đề 2, fí) có thể viết 


4) = g(4) híŒ), 


trong đó 
g) =ÿ, +ũi?¿.®bV b_€ Z,0 <«r<n 
h@) ='œ.+‹sÁ# 7+... + ca œ€&Z,0<s<n 
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° o 
œa, =b5ằc_ +tồ(c 

EP b 
S HE. - MC cv NGA NG. 
8a = bực 


Theo giả thiết ø chia hết ø_ = be, : vậy vì p là nguyên tố. 
nên hoặc p chia hết °_ hoặc P chiể hết €„ Giả sử p chia hết 
Âu thể thi p không chỉa hết c.. vì nếu thế thì p~ sẽ chia hết 

„ = b.€.. trải với giả thiết. , không thể chia hết mọi hệ số 
cha #x. vì nếu thế thì p sẽ chia hết œ_ = be. trái với giả 
thiết. Vậy giả sử ò, là hệ số đầu tiên của ø⁄r, không chia hết 
cho ». Ta hãy xét 


d, = b,£, * Ö,_lẾy +... + bạ. 


trong đó ø,. °,_.. . đếu chia hết cho p. Vậy b,c_ phải chia 
Hết chế °0: SÝ M26 2ổ. ta suy ra hoặc ð, cla. hết cho ø. 
hoặc c_ chia hết cho p, mâu thuẫn với già thiết về ö, và .aÖ 

W? đụ. 1! Đa thứa x” + ốc — lầ + 42x ~ 12 là bất khả 
quy trong Q[x). Thật vậy ta cố thể áp dụng tiêu chuẩn 4idenstainø 
với 2 = ä. 

3: Đa thúc 


°“—] “— 


1 +33” ~pf "+... +DÐ 


với 2 ià một sô nguyên tô tùy v. là bất khả quy trong Qịx]. 


1. Tim nghiệm bừu tỉ sủa cá: đa thức 


¬ = - - F. 3®. ~ ~ 
Ý 1x — ST T (17 ở — iầc ~ 3y — S 
‡ x ~T3iy Tũi x äc — 7i = 4Ÿ 


2. Giá sử _ với p, q € Z nguyên tố cùng nhau, là nghiệm 

của đa thức 
0z +a ca +... ga 

với hệ số nguyên. Chứng minh rằng : 

a)p | ø¿ và q | œạ 

b)p - mẹq là ước của ƒfím) 
với m nguyên ; đặc biệt p ~ g là ước của f1), p + q là ước của 
ƒ(-1). 

3. Ấp dụng bài tập 2) để tính nghiệm hữu tỈ của đa thức 

10x2 — 81x! + 90x” — 102z? + 80x - 21 

4. Chứng minh rằng đa thức ƒí(x) với hệ số nguyên không có 

nghiệm nguyên nếu ƒí0) và Ø{1) là những số lẻ. 


ð. Giả sử p(x) là một đa thức với hệ số nguyên và p(+) bất 
khả quy trong Z[x]. Chứng minh rằng, trong Z{x], nếu p(+)|ƒfx)g), 
thì hoặc p(+)|ƒfíx) hoặc p(4)| g(). 


6. Trong vành Z[x] chứng minh rằng mọi đa thức, khác 9 
và khác +l, đều có thể viết dưới đạng tích những đa thức bất 
khả quy. 

7. Dùng tiêu chuẩn Áidenstainơ để chứng minh rằng các đa 
thức sau đây là bất khả quy trong Q(x]. 

a) xŸ — 8y” + 12x? — 6x + 3 

b) z —zx” + 2x +] 

e) 4P Ì +xP ? +... +x +Hl với p nguyên tố. 

Hướng dân - đặt x = y + 1. 

8. Tìm điều kiện cần và đủ để đa thức xỉ + pm? + q là bất 
khả quy trong Q[x]. 

9. Giả sử f1; = (x — đỊ\@& — 4;)..(* — d„) — ], với các đị 
là những số nguyên phân biệt. Chứng minh ràng /#⁄x/ là bất khả 
quy trong QÍ[x]. 
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